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Abstract 
This project contains three mini projects developed during the study for “Matematikvejlederuddannelsen” 
(maths counselor education) at Roskilde University. Each of the three mini projects deals with a focus area 
within the theme for the given semester, where students with learning difficulties in mathematics are 
identified, diagnosed with (some of) their difficulties, and finally assisted in overcoming these during 
interventions.  
The first mini project deals with student’s ability to solve equations, and focuses on their comprehension of 
the balances in equations, and practically examples. 
The second mini project deals with beliefs regarding mathematics, and students with the belief that to be 
able to understand math, you need to memorize a whole deal of rules and formulas. We focused on making 
them realize that math is build on logic and a few mathematical axioms. 
The third mini project is focused on students with a practical approach to mathematics, and how they 
improve their understanding of mathematics by modeling activities.  
In the cloak for this project, a more detailed focus on sociomathematical norms and beliefs with regards to 
our three mini projects is presented. There is also a section describing mathematics is science and the 
problem that students at HTX are not teached so.   
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Forord 
Denne projekt er udarbejdet gennem matematikvejlederuddannelsen ved Roskilde Universistet, og 
indeholder kappe, samt tre rapporter (miniprojekter) fra uddannelsens tre semestre. Kappen er skrevet 
som afrunding og samling af de tre projekter. 
Der har været pensumlitteratur tilknyttet hvert af de tre miniprojekter. Litteratur relevant for det enkelte 
miniprojekts fokusområde er beskrevet inde i den enkelte rapport, mens ikke-anvendt litteratur er 
refereret i appendiks som dokumentation for, at litteraturen er blevet læst.  
De elever der omtales i rapporterne, har fået opdigtede navne, således deres anonymitet er opretholdt. 
Vejledere igennem forløbet har været lektor Sif Ingibjörg Magnúsdóttir Skjoldager fra Roskilde Universitet 
(1. semester), lektor Uffe Thomas Jankvist fra Aarhus Universitet og professor Mosens Niss fra Roskilde 
Universitet. 
Projekterne er udarbejdet af Tina Rosendahl og Henrik Nørby Larsen Kærgaard fra HTX Skjern. 
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Indledning 
Matematik er et fag som alle elever har i folkeskolen og som fortsætter videre i gymnasiet. For nogle elever 
er matematik svært, og bliver måske derfor til et hadefag. Noget af det der kan gøre matematik svært, er 
hvis man ikke forstår matematikken; Det giver ikke mening for den enkelte elev, eller faget føles håbløst i 
forhold til at skulle kunne huske en masse formler og regler udenad. Mulighederne er mange. 
I dette projekt, der består af tre miniprojekter omkring udvikling af matematikforståelse, fokuseres på at 
fjerne nogle af de snublesten, der ligger i vejen for elevers matematikforståelse, og medvirker til at faget 
føles svært. Hvert miniprojekt har sit specifikke fokus, men fremgangsmåden i alle tre projekter er ens; 
Først identificeres elever med relevante snublesten. Dette gøres ofte gennem en detektionstest, der består 
af et antal opgaver og spørgsmål, som ud fra elevens besvarelse, kan give et praj om elevens forståelse.  
Der bliver i hvert miniprojekt udvalgt to elever, oftest på baggrund af detektionstesten, som gennem et 
diagnosticeringsforløb får stillet en diagnose i forhold til deres snublesten og matematikforståelse. 
Diagnosticeringen forløber ved at den enkelte elev skal løse opgaver – typisk udvalgt fra detektionstesten – 
samtidigt med at eleven tænker højt. Endvidere har eleven skullet svare på spørgsmål indenfor emnet, for 
at klarlægge deres matematikopfattelser. På denne måde gives et indblik i elevens forståelse, som 
anvendes til at stille en egentlig diagnose. 
For at rette op på og fjerne elevernes snublesten, gennemgås nogle interventionsforløb, der tilrettelægges 
ud fra de udvalgte elevers diagnose, med baggrund i den læste litteratur. Interventionsforløbene bringer i 
forskellig grad eleverne til at indse og forstå de begreber eller forhold der gav anledning til snublestenene. 
Nogle gange blev endnu flere snublesten blotlagt hos eleven, som vi så igen kunne tage hånd om i et nyt 
interventionsforløb. 
Alle tre miniprojekter er funderet i matematikdidaktisk litteratur, der har været baggrund for uddannelsens 
tre semestre. 
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Introduktion til de 3 miniprojekter 
Vi har i hvert miniprojekt arbejdet med et overordnet tema, og valgt et fokusområde indenfor dette tema. 
Vi har på baggrund af gennemførte detektionstests udvalgt elever med matematiklæringsvanskeligheder 
indenfor temaet, og diagnosticeret (nogle) af deres snublesten indenfor emnet. Efterfølgende har vi 
designet interventionsforløb, som eleverne har arbejdet med. Afsluttende har vi vurderet, om elevernes 
snublesten er blevet afhjulpet. 
 
Miniprojekt 1: Begreber og begrebsdannelse i matematik 
Det første miniprojekt havde temaet ”Begreber og begrebsdannelse i matematik”, og vi havde fokus på 
snublesten omkring ligningsløsning. Vi udvalgte to andenårselever med matematik på B-niveau, der havde 
problemer indenfor det område. Den ene elev, Helle, viste sig at have forkerte begrebsbilleder af 
ligningsløsning (Tall & Vinner, 1981), en utilstrækkelig symbol- og formalismekompetence (Niss & Jensen, 
2002) og manglende ligevægtsforståelse ved ligningsløsning (Filloy & Rojano, 1989). Den anden elev, 
Frederikke, havde en udpræget instrumentel matematikforståelse (Skemp, 1976), en utilstrækkelig symbol- 
og formalismekompetence, samt behov for at løse virkelighedsnære opgaver.  
Der blev i miniprojektet udviklet tre interventionsforløb. Det første havde fokus på ligevægtsforståelse ud 
fra vægtstangsprincippet (Filloy & Rojano, 1989), det andet havde fokus på virkelighedsnære opgaver, der 
indeholdt registerskift (Duval, 2006), samt træning af repræsentationskompetencen (Niss & Jensen, 2002). 
Det tredje forløb gik på almindelig ligningsløsning, hvor især Helle viste et stort fremskridt.  
Resultatet blev, at Frederikke havde glæde af alle tre interventionsforløb, mens Helle havde glæde af det 
første og sidste interventionsforløb. Begge elever viste fremskridt gennem forløbene. 
Det blev undervejs klart, at især Frederikke havde endnu flere snublesten indenfor matematikken end blot 
ligningsløsning. 
 
Miniprojekt 2: Ræsonnementer og beviser i matematik 
Det andet miniprojekt havde temaet ”Ræsonnementer og beviser i matematik”, og vi havde fokus på 
snublesten vedrørende elevers beliefs om, at matematik består af en uendelig stor mængde udenadslære, 
og dermed kun er en disciplin for de, som er gode til at huske. 
Vi udvalgte igen to andenårselever med matematik på B-niveau. Den ene elev, Frederikke, var genganger 
fra første miniprojekt, da vi her fandt, at hun havde flere snublesten, som der burde arbejdes med. Den 
anden elev, Christian, var af sin tidligere matematikunderviser blevet betegnet som en der ”slet ikke forstår 
matematik”, og havde fået standpunktskarakteren 02 i matematik. Han blev udvalgt, da han i faget 
programmering havde udvist stor forståelse for logik og programmering, og vi undrede os derfor over, at 
han havde problemer med matematikken. 
Ved diagnosticeringen fandt vi, at begge elever havde beliefs omkring matematik som bestående af en stor 
mængde huskeregler, der skulle læres udenad; Begge elever viste os, at de havde forståelse for logik, og 
Christian kunne endda give en god forklaring på, hvad matematik er og kan bruges til. 
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Vi udviklede et interventionsforløb, som havde til formål at få eleverne til at indse, at matematik ikke går ud 
på at huske en hel masse regler og formler, men i stedet for er opbygget ud fra nogle få aksiomer, som de 
skulle kende, hvorfra de mange huskeregler kunne udledes med logik.  
Udbyttet af forløbet var, at begge elever rykkede sig. Frederikke rykkede sig lidt, mens Christian opdagede, 
at han havde en velfungerende matematikhjerne, men bare havde bildt sig selv ind, at han var dårlig til 
matematik. Han afsluttede semestret med at få karakteren 7 som årskarakter, efter selv at have løst alle 
opgaver i matematikeksamensprojektet. 
 
Miniprojekt 3: Modeller og modellering i matematik 
Det tredje miniprojekt havde temaet ”Modeller og modellering i matematik”, og vores fokus var, at vi 
ønskede at anvende modellering til at styrke elevers øvrige kompetencer indenfor matematik. Vores 
hypotese var, at praktisk orienterede elever lettere ville kunne forholde sig til modelleringsopgaver end til 
almindelige matematikopgaver, da modellering er virkelighedsnært. Vi havde fra detektionstesten udvalgt 
to elever, der klarede sig rimeligt godt i modelleringsopgaverne, men som ofte havde problemer med bl.a. 
arbejde med variable.  
I diagnosticeringen fandt vi ud af, at begge elever havde en rigtig god forståelse for modeller og deres 
rækkevidde. Begge elever havde valgt matematik A som valgfag, hvor de deltog på samme hold. De havde 
forinden gået i hver sin klasse med matematik på B-niveau. Den ene af eleverne, Bob, forbløffede os meget 
ved diagnosticeringen omkring sin viden om matematik, da vi havde haft ham til matematik på 4. semester 
på B-niveau, hvor vi havde givet ham afsluttende karakter 00; Til diagnosticeringen blev vi klar over, at han 
havde en god forståelse for matematik – han havde bare ikke været aktiv i matematik de første to år på 
HTX! Han havde bl.a. en del mangler indenfor symbol- og formalismekompetencen, repræsentations-
kompetencen, problembehandlingskompetencen og ræsonnementskompetencen (Niss & Jensen, 2002). 
Den anden elev, Katrine, er en flittig pige, som viste os, at en stor del at hendes viden indenfor matematik 
var instrumentel. Til daglig var hun en god middelelev, som ved hårdt slid lå på karakteren 7-10, men vi blev 
ved diagnosticeringen bekræftet i, at hun havde en del mangler indenfor bl.a. symbol- og 
formalismekompetencen, problembehandlingskompetencen og ræsonnementskompetencen. 
Vi udviklede tre interventionsforløb, hvor de to elever i samarbejde skulle løse nogle opgaver med 
modellering, for derigennem at blive styrket indenfor de respektive kompetencer. De gennemførte tre 
forløb med progression i opgaverne. De to elever havde forskellige styrker og svagheder, og vi oplevede 
tydeligt et godt samarbejde, hvor de var gode til at tale sammen, forklare hinanden og udnytte hinandens 
ressourcer.  
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De sociomatematiske normer 
Yackel og Cobb (Yackel & Cobb, 1996) indfører begrebet sociomatematiske normer om, hvad der er norm 
for læringsfremmende matematiske aktiviteter i klasserummet. For at elever skal kunne tilegne sig 
matematisk forståelse er der brug for, at der i klasserne skabes en kultur, hvor eleverne deltager aktivt, 
frem for en kultur for overførsel af viden fra lærer til elever. Den deltagende kultur er med til at skabe 
dannelse af mening hos eleverne, og der er således tale om et dynamisk system. 
Om målene nås afhænger af, hvad der er accepteret matematisk aktivitet i klasserummet; Heraf begrebet 
”sociomatematiske normer”. Sociomatematiske normer defineres som (Yackel & Cobb, 1996, s. 461): 
 Hvad er matematisk forskelligt 
 Hvad er matematisk sofistikeret 
 Hvad er matematisk effektivt 
 Hvad er matematisk elegant 
 Hvad er en acceptabel matematisk forklaring eller begrundelse 
De sociomatematiske normer skabes i den enkelte klasse ved interaktion imellem læreren og 
eleverne/klassen og udvikles kontinuerligt i en klasse i forhandlinger imellem lærer og elever. Disse 
forhandlinger udvikler deltagernes intellektuelle autonomi. Normerne er endvidere knyttet til elevernes og 
lærernes forestillinger om, hvad matematik er, og hvordan matematik bedrives. 
De elever, vi har arbejdet med i vores tre miniprojekter, kommer fra to forskellige klasser, hvor de 
sociomatematiske normer har været meget forskellige. Frederikke, Helle og Katrine går i samme klasse med 
studieretningen ”Teknologi”. Tina har haft klassen til matematik, siden de startede på studieretningen; Dvs. 
i 2., 3. og 4. semester. I 4. semester var vi begge lærere for klassen. Christian og Bob går i samme klasse 
med studieretning ”Kommunikation og IT”. Vi blev matematiklærere for klassen i 4. semester, mens de 
havde en anden lærer de tre første semestre. At vi var to lærere om klasserne var et eksperiment fra skolen 
og vores side, hvor vi ønskede at afprøve, hvad det gjorde ved elevernes læring, når de fik mere 
lærerkontakt. For at skabe tid til dette (økonomisk) blev elevernes hjemmearbejder evalueret på klassen, 
og det var nødvendigt at køre to parallelle hold, således at den forberedte undervisning kunne anvendes to 
gange. 
I Teknologi-klassen, hvor Frederikke, Helle og Katrine går, arbejdede hovedparten af eleverne aktivt. Alle 
ville gerne have lavet de opgaver, de blev stillet, og vi var som undervisere på hårdt arbejde for at nå at 
hjælpe eleverne i det omfang, de ønskede det. Eleverne arbejdede hårdt i timerne, dels for at opnå 
forståelse for matematikken og dermed opnå gode resultater, men også fordi at de ønskede et minimum af 
hjemmearbejde. Stemningen i klassen var derfor som regel aktiv, og støjniveauet var ofte højt. Eleverne 
samarbejdede / hjalp hinanden indbyrdes i stort omfang. 
I ”Kommunikation / IT”-klassen, hvor Christian og Bob går, var aktiviteten lav iblandt eleverne. Vi overtog 
klassen i 4. semester, og vi fik fra starten en fornemmelse af stor modvilje fra en del elever i forhold til at 
lære matematik. Ved teorigennemgang var der meget lav elevdeltagelse, og når der efterfølgende skulle 
løses opgaver, sad flertallet af eleverne og lavede alt mulig andet end matematik, og vi oplevede kun få 
elever, som aktivt samarbejdede. Rigtig mange gjorde ikke tegn på et ønske om lærerhjælp; vi gjorde 
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selvfølgelig, hvad vi kunne, for at invitere hertil; f.eks. ved at stoppe op hos eleverne for at se, hvad de 
havde lavet, og hjælpe dem videre derfra hvor de var kommet til.  
Det er tydeligt for os, at de sociomatematiske normer var forskellige i de to klasser, og vi måtte erkende, at 
vi ikke formåede at ændre den i ”Kommunikation / IT”-klassen på det halve år, vi havde klassen. Rigtig 
mange af disse elever opnåede dårlige afsluttende karakterer. Vi må derfor konkludere, at det personlige 
lærer/elev-forhold med indbyrdes tillid, som opnås ved at kende hinanden og vide hvor man har hinanden, 
er en væsentlig parameter for at man kan skabe gode sociomatematiske normer. 
Beliefs og matematikforståelse 
Når en person er overbevist om noget – tror noget – så har denne mentalt godkendt, at ”sådan er det” og 
at det giver mening. På engelsk benyttes ordet ”beliefs” om dette, og det ord vil vi også anvende her. Når 
man tror at noget er sandt, er det ikke det samme, som at det videnskabeligt er sandt. Derfor skelner man 
også mellem beliefs og viden. Beliefs er individuelle, stærkt subjektive, og er et produkt af den enkeltes 
forhistorie og oplevelser. Som barn accepterer man, hvad man hører og ser (det bliver til ens beliefs omring 
emnet), og først hvis man sidenhen hører noget modstridende, ændrer man sin belief omkring emnet. 
Man kan have beliefs omkring alle mulige emner, man kan tænke på, og derfor også indenfor matematik. 
Artiklen af Peter Op’T Eynde et. Al (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002) skriver omkring 
matematikrelaterede beliefs hos elever, og giver en forklarende beskrivelse af hvad beliefs egentlig er.  
Når man som elev hører om et emne i matematik, accepterer man det fortalte, og dette bliver til ens beliefs 
(Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 22). På samme måde har omgivelserne indflydelse på, hvilke 
beliefs eleven får. Det vil sige læreren, klasserummet og de andre elever. Men det er også familie og 
relationer med andre, der indvirker på ens beliefs (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 23). 
For den enkelte person er beliefs sande. Det betyder ikke, at beliefs er videnskabelig sandhed, ej heller at 
personen ikke kan have modstridende beliefs. Hvor viden skal kunne testes og verificeres, så kræver beliefs 
kun den enkeltes accept og meningsfuldhed. 
Men hvorfor er beliefs interessante i forhold til matematik og læringsvanskeligheder indenfor matematik? 
Jo, da den enkelte elevs mentale forståelsesapparat skal håndtere og acceptere matematikkens spilleregler, 
samt gøre anvendelse af dem, så kan ”forkerte” beliefs forhindre dette. Hvis en elev har en 
matematikrelateret belief at ”Matematik er kun udenadslære”, så vil eleven se sig begrænset af ikke at 
kunne forholde sig til nye områder af matematikken, hvis eleven føler sig ”fyldt op”. Det kan også være en 
belief, at ”Læreren kan ikke lide mig”, hvis eleven ikke løser opgaverne korrekt, og deraf får en dårlig 
karakter.  
Det er beskrevet, hvordan elevers beliefs omkring matematik indvirker på deres tilgang til at løse 
matematikopgaver (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 15), og også hvordan beliefs og følelser 
indvirker på elevers lyst og evne til at lære matematik. 
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Der findes mange forskellige beliefs. Det kan for eksempel være (Schoenfeld, 1992, s. 359): 
 Der er kun ét korrekt svar til en matematikopgave. 
 Der er kun én måde en opgave kan løses korrekt på (og det er den som læreren viser på tavlen). 
 Almindelige elever kan ikke forventes at kunne forstå matematik; dette medfører at eleverne 
vælger at lære udenad, og reciterer det udenadslærte rent mekanisk. 
 Matematik er noget man praktiserer hver for sig. 
 Alle matematikopgaver kan løses på under fem minutter, hvis man bare har forstået matematik. 
 Den matematik, man lærer i skolen, har ikke noget med den virkelige verden at gøre. 
 Matematiske beviser har intet med forskning eller opfindelser at gøre. 
Ud fra sådanne beliefs kan elever for eksempel føle sig berettiget til at opgive en opgave efter kun fem 
minutters forsøg, for så kan de jo ikke løse den. 
Forskellige forfattere har lavet grupperinger af elevers beliefs, for på den måde at kunne kategorisere dem 
(Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 19). En af disse, er en opdeling af matematik beliefs i fire 
kategorier (Jankvist, 2009, s. 84). Dette ses illustreret på Figur 1. 
 
Figur 1 De fire dimensioner af matematikrelaterede beliefs hos elever. (Gengivet fra (Jankvist, 2009, s. 84)). 
 
De fire kategorier, eller dimensioner om man vil, er: 
 Matematik i den sociale kontekst 
 Matematik og mig selv 
 Matematikundervisning 
 Matematik som disciplin  
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Beliefs i de tre miniprojekter 
Vi har igennem de tre miniprojekter arbejdet med i alt fem forskellige elever. Vi oplevede, at hver af 
eleverne havde nogle forkerte beliefs omkring matematik, som gav anledning til snublesten for dem. I det 
følgende beskrives hver af de deltagende elever i forhold til deres beliefs. 
 
Helle, Miniprojekt 1 
Helle så ligningsløsning som en gætteleg der skulle leges i matematiktimerne, hvor det gjaldt om at gætte 
det ukendte tal, som opgavestilleren havde byttet ud med et x. Denne belief hører ind under kategorien 
”matematik som disciplin”, og medførte, at Helle slet ikke kunne overskue at finde løsninger på ligninger, 
hvor der var ubekendte på begge sider af lighedstegnet. 
Igennem forløbet, fik Helle styrket sin forståelse for ligninger, blandt andet gennem en intervention 
omkring ligevægtsforståelsen ved ligninger, og kunne til sidst i forløbet selvstændigt løse ligninger med 
ubekendte på begge sider af lighedstegnet. 
 
Frederikke, Miniprojekt 1 og 2 
Frederikke havde en belief omkring sin egen tro på sig selv i forhold til matematik. Denne belief hører ind 
under kategorien ”matematik og mig selv”, og bidrog til, at hun ikke var god til matematik. I andre 
naturvidenskabelige fag havde Frederikke ikke problemer. 
Frederikke havde også en belief om, at matematik ikke var logik. Denne belief var tæt knyttet til at hun ikke 
fandt det logisk med alle de mange huskeregler og formler der indgår i matematikken. Hun havde den 
opfattelse, at for at forstå matematik, skulle man kunne huske alt fra lærebogen udenad. Denne belief 
hører ind under kategorien ”matematik som disciplin”. 
Igennem interventionsforløbene fik Frederikke ændret sine beliefs omkring at matematik ikke er logisk, da 
hun især i miniprojekt 2 indså, at matematik ikke er baseret på en masse huskeregler. Endvidere fik hun 
mere tro på sig selv i forhold til matematik, og turde kaste sig ud i at arbejde med både differential- og 
integralregning i slutningen af semestret.  
 
Christian, Miniprojekt 2 
Christian havde den belief i forhold til ”matematik som disciplin”, at matematik går ud på at huske en 
masse usammenhængende regler og formler. Derudover havde han endnu en belief omkring ”matematik 
og mig selv”, hvor han troede han var dårlig til matematik, netop fordi han ikke kunne huske alle de mange 
regler og formler udenad. 
Christian havde endvidere en belief om ”matematikundervisning”, at ingen lærer kunne lære ham noget. 
Han havde oplevet, at han følte sig dum hvis han spurgte om hjælp, og følte ikke behov for flere nederlag. 
Endvidere havde han valgt at bruge Excel frem for MathCad til opgaveløsning, da han aldrig rigtig havde 
fået lært at bruge MathCad. Dette gjorde, at Christian fremstod som værende mindre god til matematik og 
en elev som modsatte sig matematikundervisningen.  
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Gennem interventionsforløbet oplevede Christian, at han godt kunne finde ud af matematik; han havde en 
ganske god forståelse for logikken i matematikken, og var blandt andet selv meget overrasket over at han 
på få minutter var i stand til at lave beviset for at a0 = 1, og så endda selv forstod det! 
Vi fik begge to klassen hvor Christian gik til matematik på deres 4. semester. Allerede i den første lektion vi 
havde klassen, var vi forbi ham for at se hvordan han regnede. Vi tog os tid til at sidde ved siden af ham, og 
vi tog ham seriøs omkring hans udregninger og måder at regne på. Vi forsøgte at hjælpe ham med at løse 
den pågældende opgave med udgangspunkt i hans egne Exceludregninger. Da timen var slut, kom han over 
til os, gav os hånden og sagde ”TAK! Det er første gang at en matematikunderviser har kunnet lære mig 
noget…”. Vi havde dermed at ændre Christians belief omkring matematikundervisning, så han nu ikke så sin 
læring begrænset af, at ingen kunne lære ham noget. 
 
Katrine, Miniprojekt 3 
Katrine har en belief om at hun ikke er særlig god til matematik. Hun synes hun skal arbejde hårdere end 
veninderne, når hun skal lave matematikopgaver. Den belief kategoriseres som ”matematik og mig selv”. 
Derudover har Katrine den belief, at hvis man slider hårdt i matematik, kan man opnå rimelige resultater, 
selvom man ikke nødvendigvis forstår alle teorierne i sammenhæng. Denne belief kategoriseres som 
”matematik som disciplin”. 
Katrines ageren når hun løser matematikopgaver virker nogle gange som om at hun løser dem for lærerens 
skyld; Et stykke produktionsarbejde, som hun skal have udført. Dette skal ses i sammenhæng med hendes 
ønske om at opnå gode resultater. Denne belief kategoriseres under ”belief om matematikundervisningen”. 
I samme kategori har hun en belief om, at alt hvad læreren siger og skriver ved tavlen, skal føres til notat. Vi 
oplevede ved interventionen, at hun havde helt styr på sine notater, der sirligt var ordnet og struktureret 
opbevaret i store ringbind. Denne belief anser vi som værende positiv i forhold til en del af hendes 
præstation – dog med risiko for at hun ukritisk anvender tidligere løste opgaver, og ikke opdager eventuelle 
afvigelser i nye opgaveformuleringer (instrumentel anvendelse). 
Igennem interventionsforløbene oplevede Katrine, at matematikken kunne anvendes til at løse 
virkelighedsnære opgaver, og dermed bruge det til noget som for hende gav mening. Særligt de opgaver 
der var på lavest matematisk niveau, gav hende et stort udbytte, da hun faktisk forstod hvad hun lavede. 
Katrine oplevede også, at hun gennem interventionsforløbene blev bedre til at angribe opgaverne og løse 
dem, og indså, at ved at udøve matematik, opstod der læring af matematik hos hende. 
 
Bob, Miniprojekt 3 
Bob havde en belief om ”matematik i den sociale kontekst” i forhold til de sociomatematiske normer i 
klassen. Det gjorde ikke noget, at man ikke deltog aktivt i matematik i timerne, for sådan gjorde 
hovedparten af eleverne i den klasse han havde matematik i i de første to år.  
Bob havde også en belief om ”matematik og mig selv”. Vi fornemmede, at Bob havde en tro på at han 
kunne indhente det nødvendige, når han fik tid og lyst. Han havde blot nogle store huller. 
Kappe 
Side 13 
Den førstnævnte belief fandt Bob selv ud af var forkert, da han i starten af miniprojekt 3 var startet på 
matematik A valgfag. Han kom i en ny klasse, hvor der gjaldt helt andre sociomatematiske normer end han 
var vant til fra tidligere. Han indså dér, hvor langt bagud han var kommet, og mistede troen på, at han 
kunne nå at indhente det forsømte med den arbejdsindsats han var villig til at lægge i det. Derfor valgte 
han at droppe matematik på A-niveau. 
Den anden belief fik Bob bekræftet, da han i interventionsforløbene samarbejdede med Katrine, og 
oplevede, at det i høj grad var ham der havde løsningsstrategierne – han manglede bare noget konkret 
viden i forhold til teori som han ikke havde ”hørt” i timerne, samt manglende erfaring med brug af CAS 
værktøjet. 
Matematik som videnskab 
I miniprojekt 2 indledte vi med at forklare de udvalgte elever, hvordan matematikfaget er opbygget som 
videnskab. Vi forklarede bl.a. at et matematisk aksiom er en grundantagelse, som antages at være sand, og 
som ligger til grund for et større system af sætninger. Vi forklarede endvidere, at aksiomer bruges i et logisk 
system som det fundamentale grundlag til at bevise andre sætninger i teorien, samt at aksiomer ikke 
bevises, men fastlægger nogle grundlæggende regler og begreber. Vi fandt det vigtigt, at eleverne havde 
kendskab til faget som videnskab, inden vi kastede dem ud i at skulle udlede formler, som vi ønskede, at de 
skulle finde logiske og sammenhængende. 
Vi oplevede, at de to elever fik et højt udbytte af forløbet og fik en anden opfattelse af både faget og egne 
evner indenfor faget. De var ikke så ”dumme”, som de havde troet, og specielt Christian fandt ud af, at han 
faktisk var dygtig, fordi at han var god til at tænke logisk. 
På HTX har vi faget Studieområdet, hvor et af de faglige mål er, at eleverne skal vide noget om forskellige 
videnskaber og vidensformer. Der oplistes i bekendtgørelsen, at eleverne skal kunne ”Redegøre for tanker 
og teorier, der ligger bag erkendelse inden for teknologiske, naturvidenskabelige, samfundsvidenskabelige 
og humanistiske fagområder” (Ministeriet for Børn, Undervisning og Ligestilling, 2015). Som det ses, er 
matematik som videnskab ikke en del af de videnskaber og vidensformer, som eleverne skal vide noget om. 
Søger man i fagbekendtgørelsen for matematik A på HTX (Ministeriet for Børn, Undervisning og Ligestilling, 
2016), finder man ligeledes ikke ”kendskab til matematik som videnskab” som en del af de faglige mål.  
 
Vi spørger os selv, hvorfor matematik som videnskab ikke er omfattet af studieområdet. Er det måske fordi, 
at det er for svært at forstå og forklare for én, som ikke beskæftiger sig med matematik, da eksamen inden 
for studieområdet skal kunne forestås af samtlige undervisere uagtet deres eget fagområde? Eller er der en 
anden forklaring, som vi ikke har kunnet finde? Vi så i hvert fald, at de deltagende elever i miniprojekt 2 
blev løftet meget, og fik lettere ved at indse og forstå sammenhænge, da de fik forståelse for matematik 
som videnskab. Vi har efterfølgende fokuseret meget på at italesætte dette i vores daglige undervisning. En 
elev som tror, at han f.eks. skal ”forstå” sinus og cosinus på samme måde, som han har forståelse for 
tyngdekraften i fysik, kan føle sig temmelig dum. Her anser vi det for vigtigt, at vi som undervisere gør 
eleverne opmærksomme på, at begreberne sinus og cosinus er matematiske definitioner, og at værdierne 
for sinus og cosinus er indkodet i lommeregnere og diverse regneprogrammer som forholdet imellem 
bestemte sidelængder i en trekant med en given vinkel. I fysik kan en del begreber og sammenhænge 
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sættes i relation til virkeligheden og elevernes oplevelser i dagligdagen – dette lader sig ikke gøre i 
matematik. 
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Forord 
Denne rapport er skrevet som dokumentation for 1. semester på Roskilde Universitet’s matematikvejleder-
uddannelse. Temaet for semestret var ”Begreber og begrebsdannelse i matematik”, og forløb i perioden 
september 2014 til januar 2015.  
I rapporten behandles og beskrives relevant litteratur i forhold til projektets tema, såvel semestrets pen-
sum. Pensum litteratur der ikke direkte er anvendt i forhold til det valgte fokusområde, er beskrevet i Ap-
pendiks 1: Gennemgang af ikke-anvendt litteratur, side 66. 
De to elever der er omtalt i rapporten, optræder med opdigtede navne, således deres anonymitet opret-
holdes. 
Rapporten er skrevet af Tina Rosendahl og Henrik Nørby Larsen Kærgaard fra Gymnasiet HTX Skjern, og 
vejledere på projektet har været lektor Sif Ingibjörg Magnúsdóttir Skjoldager og lektor Uffe Thomas Jankvist 
fra Roskilde Universitet. 
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Indledning 
En del elever har problemer med løsning af ligninger. Ligningsløsning indeholder mange elementer. Dette 
er blandt andet: Forståelse for hvad lighedstegnet betyder, forståelse for hvad den ubekendte x laver 
blandt alle tallene, samt et godt forhold til algebra og almindelig aritmetisk omgang med tal. 
For nogle elever forbliver ligningsløsningen en gåde, og denne foretages maskinelt uden dybest set at ane 
hvad der sker. 
Vi vil i dette miniprojekt arbejde med elever, der har problemer med ligningsløsning, ud fra følgende pro-
blemformulering. 
 
Problemformulering 
1. Hvilke snublesten kan der være ved ligningsløsning, og hvordan kan disse afhjælpes? 
2. Hvordan designes en intervention, der har fokus på forståelse af lighedstegnet ved ligningsløsning? 
3. Hvordan kan en intervention med fokus på styrkelse af repræsentationskompetencen forbedre ele-
vers forståelse for ligningsløsning? 
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Teori 
Det teoretiske grundlag for denne rapport er baseret på litteratur fra matematisk didaktiske tidsskrifter og 
rapporter. Inden den praktiske del beskrives, gennemgås her den bagvedliggende teori. Dette er gjort i fire 
afsnit, grupperet i relevante emner. Under beskrivelsen af den praktiske del med elever vil vi inddrage teo-
rien fra litteraturen. 
Kernestoflitteratur der ikke direkte er anvendt i forbindelse med opgaven, findes redegjort for i Appendiks 
1: Gennemgang af ikke-anvendt litteratur, side 66. 
 
Begrebsdannelse og begrebsdefinition (Tall & Vinner, 1981) 
Et begreb er noget ikke-fysisk, og dermed noget man ikke kan se eller røre ved. Matematikken er fyldt med 
begreber; vi kan se begreberne i aktion, men vi kan ikke tage med dem, og fysisk røre ved det eller smage 
på det - det er altså noget man skal begribe. Et lighedstegn er et eksempel på et sådant matematisk begreb.  
Når elever skal benytte matematikken, gør de brug af deres hidtil tillærte viden på området. Men da begre-
berne er ikke-fysiske, har eleverne kun deres mentale begrebsbilleder at forholde sig til, når de gør anven-
delse af begreberne i praksis (Vinner & Dreyfus, 1989, s. 356). Den enkelte elevs begrebsbilleder er opbyg-
get over lang tid, og er baseret på de erfaringer og oplevelser den enkelte har gjort sig (Tall & Vinner, 1981, 
s. 152). Det kan derfor let give anledning til snublesten (og problemer), hvis elevens begrebsbillede ikke er 
konsistent med selve begrebets definition – altså de ”spilleregler” som begrebet fungerer under. Det viser 
sig, at den enkelte elev godt kan have forskellige begrebsbilleder omkring det selvsamme begreb. Dette 
betyder, at i nogle situationer kan elevens begrebsbillede tillade eleven at behandle begrebet på én måde, 
mens en anden situation opererer med en anden begrebsdefinition af det selvsamme begreb. Dette ret-
færdiggøres af elevens andet (og anderledes) begrebsbillede (Tall & Vinner, 1981, s. 153). Dette kan fort-
sætte uden problemer i elevens hjerne indtil det tidspunkt hvor de to (eller flere) begrebsbilleder kommer i 
spil samtidigt; så vil der opstå en kognitiv konflikt hos eleven (Tall & Vinner, 1981, s. 154). Normalt er kon-
flikter ikke ønskværdige, men i tilfældet omkring begrebsbilleder og begrebsdefinitioner er denne kognitive 
konflikt et ”must”. Det er nemlig først i denne konflikt, at elevens hjerne går med til, at der er noget galt i 
dens opfattelse af det pågældende begreb. Først når hjernen er klar over de(t) forkerte begrebsbilleder, er 
eleven i stand til at få den rigtige definition lagret. Der er i den forbindelse tale om læring. 
 
Matematisk repræsentation (Duval, 2006) 
Når man arbejder med et emne indenfor et specifikt fagområde, kan det være en fordel at kunne føle eller 
måle på det, man arbejder med. Det kan for eksempel være i forbindelse med eftervisning af Ohms lov i 
fysiklokalet, hvor man kan gøre anvendelse af et voltmeter og et amperemeter. Men når vi beskæftiger os 
med matematikken, så er vi overladt til en verden af ikke-”rørebare” begreber, der heller ikke direkte kan 
måles med instrumenter. Vi har i stedet brug for at kunne repræsentere matematikken, således vi kan 
håndtere at arbejde med den. Til dette formål har vi tal og symboler (kaldet for det semiotiske system) 
(Duval, 2006, s. 106). Det er dette semiotiske system, der udgør hjertet af matematikken (Duval, 2006, s. 
107). 
Snublesten ved ligningsløsning 
1. semester 
Side 8 
Duval opdeler hele det matematiske semiotiske system i to dele; en del der er sproglig og en del der er 
visuel (Duval, 2006, s. 108). Når man arbejder med matematikken, får man brug for at kunne skifte mellem 
disse to semiotiske systemer, afhængig af hvilket system der giver den bedste repræsentation. Duval omta-
ler flere semiotiske systemer, men konkluderer, at de systemer hvor man kan skifte fra det ene system til 
det andet (skifte fra et sprogligt system til et visuelt system) kan kaldes for registre (Duval, 2006, s. 111). 
Hvis man foretager en transformation indenfor samme register (for eksempel udregner et regnestykke eller 
løser en ligning uden at blive visuel), så er der tale om en ”behandling” (kaldet for treatment). Dette ses 
nedenfor, hvor behandlingen (treatment’en) foregår hvor  er. 
            
Hvis man foretager en transformation mellem to registre (for eksempel afbilder en funktion som en graf), 
så er der tale om en konvertering (kaldet for conversion) (Duval, 2006, s. 112). Eksemplet på konverteringen 
(conversion’en) ses nedenfor, hvor registerskiftet kommer når der skiftes fra sproglig fremstilling af en 
funktion, til en visuel fremstilling: 
 
 
 
              
 
Figur 1 Grafisk fremstilling af funktionen f(x). Der foretages registerskifte når der 
konverteres mellem funktionsudtrykket og grafen.
 
Forståelse af matematik (Skemp, 1976 + 1979 og Sfard, 1991) 
Hvis man i en matematiktime spørger eleverne om de har forstået emnet ligninger, vil en stor del af klassen 
sandsynligvis svare ”ja”. Dette ”ja” har de måske baseret på deres evne til at løse opgaver hvori ligninger 
indgår, og hvis de selv synes at kunne gøre dette med forholdsvis stor succes, ja så har de vel også forstået 
emnet. 
Forståelse kan deles op i to kategorier: Instrumentel forståelse og relationel forståelse (Skemp, 1976, s. 20). 
Denne opdeling skelner mellem hvad eleverne er i stand til ud fra deres forståelse. Med den instrumentelle 
forståelse, er eleven for eksempel i stand til at gøre anvendelse af en given formel til udregning af en be-
stemt type opgaver, uden at vide hvorfor formlen virker. Man kan også beskrive den instrumentelle forstå-
else som ”at kunne anvende værktøjet”. 
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Den relationelle forståelse er at forstå hvorfor en formel virker, eller hvordan en given matematisk sam-
menhæng er. Den kræver, at man som elev mentalt forstår og begriber de begreber matematikken består 
af. 
Den instrumentelle forståelse er oftest tilstrækkelig til fornuftigt at kunne besvare opgaver og bestå eksa-
mener, og er også anvendelig i det daglige liv, hvor der bare skal laves standard udregninger. Den instru-
mentelle forståelse gør i stor stil brug af at kunne huske remser, formler og tabeller, og så lade dem komme 
til anvendelse når tal skal beregnes.  
I forhold til undervisning ses den instrumentelle forståelse som den hurtige vej til målet (eksamen), idet 
eleverne kan dresseres til at kunne løse typeopgaver, og derved opfylde mange undervisningsbeskrivelsers 
formål. Det kan for mange elever være let at lære formler og remser; for eksempel: hvis man ganger to 
negative tal, får man et positivt resultat, ud fra ”minus gange minus giver plus”-remsen (Skemp, 1976, s. 
23). Det virker fint. Ulempen er bare, at man som elev får rigtig meget tungt data at skulle lagre i hjernen, 
da de mange formler og tabeller ikke nødvendigvis giver mening, og således skal ALT huskes (Skemp, 1976, 
s. 23). 
Den relationelle forståelse, derimod, kan synes mere langsommelig i forbindelse med undervisning, da den 
enkelte elev kan have svært ved at forstå-forstå. Det er til gengæld en mere langsigtet investering, da ele-
ver med relationelle forståelser vil kunne se begreberne anvendt i nye sammenhænge. Hukommelsesmæs-
sigt er det meget lettere end den instrumentelle, da det giver mening og vil kunne forklares ud fra ”logik”. 
I forhold til denne rapport og det efterfølgende arbejde med eleverne, er disse to former for forståelse 
vigtigt at kende. Det vil sige, at når vi skal identificere snublesten omkring elevers forståelse for lighedstegn 
i forbindelse med ligningsløsning, så skal vi have elevernes relationelle forståelse afdækket, og ikke kun den 
instrumentelle. 
Anna Sfard har beskrevet en elevs begrebsforståelse som en process der går gennem tre stadier: Internali-
sering (Interiorization), Kondensering (condensation) og Tingsliggørelse (reification) (Sfard, 1991, s. 18). Når 
eleven når det tredje stadie, er begrebet blevet til et egentlig objekt (det vil sige noget håndgribeligt), og 
kan anvendes som grundlag for forståelsen af et nyt begreb. Dette er visualiseret på Figur 2. 
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Figur 2 Visualisering af Anna Sfards model over begrebsforståelse (Sfard, 1991, s. 22) 
 
De tre stadier i begrebsforståelsen  
Internalisering, der er det første niveau, sker når eleven er i stand til at udføre en given proces i forbindelse 
med det pågældende matematiske begreb. Det vil sige, gøre anvendelse af begrebet ved simple udregnin-
ger. Et eksempel er at kunne indsætte talværdier for x i en funktion, uden at vide hvad der egentlig sker. 
Kondensering, der er niveau to, optræder når eleven opfatter processen som en helhed, og er i stand til 
selv at kunne bruge processen som dele i andre processer. Det kunne være det at kunne skifte mellem re-
præsentationsformer under begrebet funktioner (funktionsforskrift/tabel/graf). 
Tingsliggørelse eller Reification, der er det øverste niveau, er når eleven oplever processen som et egent-
ligt objekt. Eleven vil opfatte begrebet som noget håndgribeligt, og kan overskue at tale om begrebet uden 
at skulle ned i detaljerne for at forstå og forklare sig. Hvis det drejer sig omkring begrebet funktioner, så er 
tingsliggørelsen opnået, når eleven kan kapere at funktioner godt kan hedde k og ikke f, eller ikke har brug 
for at vide hvordan grafen for funktionen ser ud, men alene har et forhold til den som begreb. 
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Ligevægtsbegreber ved ligningsløsning (Filloy & Rojano, 1989 og Vlassis, 2002) 
Når elever først møder lighedstegnet, er det i forbindelse med aritmetiske opgaver, hvor lighedstegnet 
fungerer som ”tegnet inden facit” og betyder ”giver”. Eleven sætter selv lighedstegnet, inden facit skrives. 
På et senere tidspunkt introduceres algebra for eleven, og ligninger af typen: 
      
Sådanne simple ligninger løses som regel i hovedet af eleverne. Men når den ubekendte optræder mere 
end ét sted i ligningen, giver det ofte problemer (Filloy & Rojano, 1989, s. 19). Det er for eksempel i lignin-
ger af typen: 
           
Her kan eleverne ikke gennemskue løsningen i hovedet, og studier af elevers løsningsmetode viser, at de 
prøver sig frem (”trial-and-error” metoden) (Filloy & Rojano, 1989, s. 19). Eleverne har fra aritmetikken lært 
at arbejde med tal og kan anvende de fire regnearter på tal i forbindelse med opgaver. Men med disse nye 
type algebraiske ligninger, hvor der er ubekendte på begge sider af lighedstegnet, skal eleverne nu til at 
anvende deres aritmetik på noget der ikke er tal (dvs. ubekendte) (Filloy & Rojano, 1989, s. 20).  
Filloy & Rojano opstiller to visuelle modeller, med det formål at få eleverne til at se, hvordan de kan opere-
re på algebraiske ligninger med ubekendte på begge sider af lighedstegnet. Den ene model kaldes for Den 
geometriske model (Filloy & Rojano, 1989, s. 21), og går ud på, at ligningerne oversættes til geometriske 
figurer, hvis arealer er lig med hinanden. Hvis det for eksempel er ligningen         der skal løses, 
optegnes først venstresiden af lighedstegnet som en geometrisk figur, og dernæst højresiden af lighedsteg-
net. Dette ses på Figur 3. 
 
Figur 3 Den geometriske model: i step 1 tegnes ligningen op. Her er det: Ax + B = Cx. 
Step to i processen er at sammenligne arealerne. 
 
Figur 4 Den geometriske model: i step 2 sammenlignes arealerne på begge sider af lighedstegnet. 
I step tre laves en ny ligning ud fra de ikke-skraverede områder:         . Denne ligning har kun x på 
den ene side af lighedstegnet, og kan lettere løses. 
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Den anden model kaldes for balance modellen (Filloy & Rojano, 1989, s. 21) , og går ud på, at man opstiller 
ligningen på en vægtstang (ligesom en gammeldags købmandsvægt).  
På Figur 5 ses ligningen            opstillet. 
 
 
Figur 5 Balancemodellen, hvor man kan se ligevægten i ligningen. 
Ligningen løses ved at fjerne lige meget fra begge sider af vægten. I eksemplet vist på Figur 5 kan man fjer-
ne 2 x og 8 fra hver side, og der er derfor stadig ligevægt. Resultatet ses på Figur 6. 
 
 
Figur 6 Balancemodellen, hvor der er fjernet lige meget fra begge sider. 
Som det ses på Figur 6, er løsningen på ligningen    . 
Ud over Filloy & Rojano, bliver balancemodellen anvendt af (Vlassis, 2002). 
Vi vil senere i denne rapport vise hvordan vi anvender balancemodellen i forbindelse med intervention af 
elever.  
 
Kognitiv ligningsløsning (Davis, 1975) 
Kognitive processer i forbindelse med løsning af simple algebraiske ligninger. 
Artiklen tager udgangspunkt i eleven Henry på 12 år der går i 7. klasse. Han har opsøgt artiklens forfatter, 
for at få hjælp til at løse ligningen: 
 
 
 
 
    
 . 
Baggrunden for, at Henry (og klassen) skulle ”kastes” ud i at løse ligning af denne type, uden at de slavisk 
havde fulgt matematikbogen, var, at han (og klassen) var mere intelligent end en gennemsnitselev. (Henrys 
IQ var på 150+). De havde samlet en klasse med talentfulde elever, som arbejdede på denne måde - uden 
en masse gentagelser, hvor man ønskede, at eleverne skulle tænke over tingene, analysere og på den måde 
opbygge færdigheder.  
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Samtalen med Henry viste, at eleverne formentlig havde for lidt erfaring/rutine med at arbejde med alge-
braiske udtryk.  
Læreren havde anvendt en metode; ”What to do, when you don’t know what to do” (Davis, 1975, s. 10) 
som gik ud på, at eleverne fik lettere ligninger, som skulle føre dem frem til at kunne løse sværere ligninger. 
Elevernes reaktion på denne fremgangsmåde var skuffende, de foretrak, at læreren fortalte dem, hvad de 
skulle gøre og hvordan. Davis spørger sig selv, om dette skyldes elevernes aldersmæssige udviklingstrin 
eller den måde, de var opdraget til at det foregik på i skolen.  
Metoden med at lære eleverne matematik med en undersøgende tilgang fortsatte til trods for elevernes 
modstand, fordi at man var overbevist om, at den optimale måde at lære matematik på er den undersø-
gende tilgang.  
Samtalen med Henry varede ca. 15 minutter for at analysere hans problem med løsning af ligningen:  
 
 
 
 
    
 
Henry tager skridtet:     
 
 
 
 
  
 
 
 
 
Henrys argument herfor er, at ”alle x’er skal over på den ene side, og alle tal over på den anden side” 
(Davis, 1975, s. 13). 
Intervieweren forklarer Henry, at det skridt, han tager, ikke er korrekt.  Han argumenterer overfor Henry 
med taleksemplet 
 
   
 
 
 
   som med ”Henrys lov” ville give det forkerte svar  
 
   
 
 
 
  
 
 
       
Henry har stadig problemer med at komme i gang med at løse ligningen. Hans problem er ikke brøker, men 
at den ubekendte står i nævneren. Forfatteren hjælper Henry på vej med taleksemplet: 
 
 
     
Da intervieweren vil have Henry til at fortælle, hvad man skal, når man har ganget med x på den ene side, 
udbryder Henry: ”Hvordan kan vi gange med x, når vi ikke ved, hvad x er?” (Davis, 1975, s. 17). 
Henry tænker her helt anderledes, end forfatteren forventede. 
Henry ser ikke 6x som et svar på, hvad man får, når man ganger 6 med x, han søger derimod et tal som en 
løsning, hvilket forudsætter, at x har en talværdi. 
Davis sammenligner med, at man med folkeskolesprog anser 3+5 som værende tallet 8, fordi at 3+5=8, 
hvorimod 3+5 med gymnasiesprog dels indikerer en proces samt dels kan være et svar på en opgave. 
Fra folkeskolen til gymnasiet ændres lighedstegnet betydning fra først at være asymmetrisk, hvor det rela-
terer et spørgsmål til et svar, til at bruges i forbindelse med en proces, samt angivelse af, et resultat for en 
proces. (Davis, 1975, s. 19) ”Et tilladt misbrug at sproget” - fordi lighedstegnet har flere betydninger, som 
også blev diskuteret i Bourbaki. 
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Henry får en del hjælp af intervieweren til at komme videre. På et tidspunkt har de: 
        
  
    
       
Henry løser højre side:             hvorefter han vil bruge en hjemmelavet matematisk lov (Asso-
ciative Law), som ikke fungerer, og intervieweren leder ham tilbage til 
        
  
    
       
Henry får den distributive lov præsenteret af intervieweren, og klarer herefter venstre side, så han har: 
     
  
    
       
Forfatteren forsøger at få Henry til at sætte højre side på fælles brøkstreg ved først at give ham et talek-
sempel. Henry laver dog alligevel fejl ved: 
         
    
 
Og intervieweren guider Henry frem til:         
Herefter trækker Henry 6x fra på begge sider og får     på venstre side, som han begrunder med, at 
           . Intervieweren guider detaljeret Henry frem til den rigtige løsning. 
Forfatterens tre delkonklusioner fra samtalen med Henry: 
1. Det, som er kognitivt nødvendigt for at kunne løse sådanne ligninger, er meget forskelligt fra det, 
som normalt anses for at være matematisk nødvendigt. F.eks. kræver det evnen til at bruge lig-
hedstegnet på adskillige forskellige måder og at man altid er i stand til at vælge den rigtige måde, 
uden at man bliver forvirret (Davis, 1975, s. 27-28). 
Henry kan ikke dividere 3 med x, fordi at han ikke ved, hvad x er, og det samme driller i forbindelse 
med andre operationer.  
2. Man kunne prøve at identificere og rette Henrys misforståelser én efter én, eller man kunne gå li-
geså langsomt frem, som man normalt gør i 9. klasse. 
 
3. Man kunne fortsætte med at give opgaver med denne sværhedsgrad og forsøge at udglatte misfor-
ståelser hos Henry. 
Samtalen sår tvivl om det hensigtsmæssige i at gå så hurtigt frem i matematik, som man har gjort på kurset. 
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Måske er det nødvendigt at få styr på ALT det, som det kræver at løse ligningen, før man kan rekonstruere 
sine idéer - dette kan måske ikke læres som en blid akkumulation, men måske nærmere et indre ”jord-
skælv” 
Der er stor forskel på, hvilke matematiske og hvilke kognitive forudsætninger det kræver at arbejde med 
nye matematiske emner. 
Måske kan man træne ligningsløsning ved at vise nogle skridt og lave tomme linjer, som eleven skal udfyl-
de: 
 
 
 
 
    
 
  
  
    
 
                       
Der gives ingen konklusion på, hvad man skal gøre. De 7. klasses elever man arbejdede med, havde ikke nok 
erfaringer med sub-procedurerne til selv at kunne undersøge den ukendte matematik. Måske kunne tal-
mæssige øvelser med de operationer, som skulle anvendes i forbindelse med ligningsløsningen, have styr-
ket eleverne (brøker/nævner). 
 
Kompetencer i forbindelse med læring i matematik (KOM rapporten, 2002) 
KOM rapporten beskriver otte kompetencer som kommer i spil i matematikundervisning (Niss & Jensen, 
2002). Rapporten blev udarbejdet i perioden 2000 - 2002 til Undervisningsministeriet, i forhold til at pege 
på tiltag i matematikundervisningen. Fundamentet i rapporten er definition af matematiske kompetencer. 
Rapporten opstiller otte sådanne kompetencer. 
De otte kompetencer er: 
1. Tankegangskompetence 
2. Problembehandlingskompetence 
3. Modelleringskompetence 
4. Ræsonnementskompetence 
5. Repræsentationskompetence 
6. Symbol- og formalismekompetence 
7. Kommunikationskompetence 
8. Hjælpemiddelkompetence 
De første fire oplistede kompetencer omhandler ”At kunne spørge og svare i og med matematik”, mens de 
sidste fire kompetencer omhandler ”At kunne håndtere matematikkens sprog og redskaber”. Dette er visu-
aliseret på Figur 7. 
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Figur 7 Kompetenceblomsten, hvor alle 8 beskrevne kompetencer i forbindelse med matematikundervisning er vist. 
Som det ses på Figur 7, overlapper de enkelte kompetencer hinanden.  
I dette miniprojekt har vi især fokus på repræsentationskompetencen og symbol- og formalismekompe-
tencen. Nedenfor beskrives disse to kompetencer, og en del af formuleringerne er taget direkte fra KOM-
rapporten (Niss & Jensen, 2002). 
Repræsentationskompetencen består i at kunne forstå og betjene sig af forskelli-
ge slags repræsentationer af matematiske objekter, fænomener, problemer eller 
situationer (symbolske, algebraiske, visuelle, geometriske, grafiske, diagrammer, 
tabelmæssige) samt at kunne forstå de indbyrdes forbindelser mellem forskellige 
repræsentationsformer og have forståelse for disses styrker og svagheder. Som 
eksempler kan nævnes en funktions repræsentation ved en tabel, en funktions-
forskrift og en graf samt forskellen på symbolet π, den uendelige decimalbrøk 
3,14159265… og en rationel tilnærmelse med brøken  
  
 
. 
Symbol- og formalismekompetencen består i at kunne afkode symbol- og formel-
sprog, at kunne oversætte frem og tilbage mellem symbolholdigt matematisk 
sprog og naturligt sprog samt i at kunne behandle og betjene sig af symbolholdige 
udsagn og udtryk, herunder formler. Symbol- og formalismekompetencen er tæt 
forbundet med repræsentationskompetencen, men adskiller sig fra denne ved at 
fokusere på symbolernes karakter, status og betydning samt håndtering af disse 
og reglerne for dette.  Som eksempel kan nævnes forståelsen af, at         ik-
ke er det samme som      .  
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Arbejde med elever 
Fundamentet i den praktiske del af matematikvejlederuddannelsen, er arbejdet med elever. I denne proces 
skal teorien afprøves i virkeligheden, og egne erfaringer drages. Formålet er at få udvalgt elever, der har 
matematiske snublesten omkring forståelse af ligningsløsning, og herefter forsøge at fjerne snublestenene. 
Forløbet er delt op i tre dele: 
1. Detektion (eller identifikation), hvor en bred elevgruppe screenes for deres forståelse for en bred 
vifte af grundlæggende matematisk forståelse. 
2. Diagnosticering hvor to udvalgte elever, på baggrund af detektionstesten, undersøges nærmere i 
forhold til deres matematiske forståelse. Her er der fokus specifik på ligninger og forståelse af disse. 
3. Intervention, hvor der arbejdes med de udvalgte elever med fokus på at fjerne deres snublesten 
omkring ligningsløsning. 
Efter interventionsforløbet evalueres de udvalgte elevers progression i forhold til deres forståelse for lig-
ningsløsning, for derved at se effekten af interventionen. 
 
Detektionstest 
For at identificere elever med potentielle snublesten i forhold til deres matematiske forståelse, anvendte vi 
”Detektionstest 1; 57 spørgsmål fra Professoren” (Niss & Jankvist, 2014). Denne test havde til formål at 
klarlægge den enkelte elevs forståelse for matematikken. Testen blev lavet skriftligt og individuel af elever-
ne, og forud for testen fik eleverne at vide, at de ikke skulle gætte et svar, men i stedet vælge ”Kan ikke 
svare” i fald de ikke havde et bud på en løsning. 
Vi underviser i hver vores matematikklasse. Det er henholdsvis en førsteårsklasse (i grundforløbet) og en 
andenårsklasse på B-niveau (teknologistudieretningen). Begge klasser fik detektionstesten. 
Detektionstesten findes i sin helhed i Appendiks 2: Detektionstest, side 75. 
Nogle af de 57 spørgsmål i detektionstesten indeholder delspørgsmål, og i forbindelse med evaluering af 
opgavebesvarelserne, er opgaverne delt op i delspørgsmål. Det giver i alt 71 (del)spørgsmål. Der blev givet 
ét point for hver korrekt besvarelse af et delspørgsmål. På Figur 8 ses boksplot over besvarelserne af detek-
tionstesten i henholdsvis grundforløbsklassen og andenårsklassen.  
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Figur 8 Boksplot over besvarelser af detektionstesten i henholdsvis grundforløbsklassen og andenårs B-niveau klassen. Den røde 
cirkel markerer den udvalgte elev Frederikke, og den blå cirkel markerer den udvalgte elev Helle. 
 
I detektionstesten er der i alt 21 delspørgsmål relateret til ligningsbegrebet. Disse spørgsmål ses i Appen-
diks 3: Udvalgte spørgsmål fra detektionstesten på side 80. Boksplot over elevernes besvarelser relateret til 
disse spørgsmål, ses på Figur 9. Her er de to udvalgte elever igen markeret med en cirkel: Frederikkes resul-
tat er markeret med rød, og Helles med blå. 
 
Figur 9 Boksplot over besvarelser relateret til ligningsopgaver fra detektionstesten. Den røde cirkel markerer den udvalgte elev 
Frederikke, og den blå cirkel markerer den udvalgte elev Helle. 
 
Vi har på baggrund af detektionstestresultaterne udvalgt to elever til det videre forløb. Begge elever er 
udvalgt i andenårsklassen, og eleverne er udvalgt ud fra deres lave score i testen; især omkring ligninger. Vi 
har bevidst fravalgt at arbejde videre med førsteårseleverne, da disse ikke i tilstrækkelig grad har vist sig 
interesseret i et ”samarbejde”. 
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Detektionstest, Udvalgte elever, Frederikke 
Frederikke er en flittig elev, der generelt er godt med i klassen; Men i matematik kan hun ikke holde det 
samme høje niveau. Det gør, at hun er fortvivlet over faget, og over, at hun ikke forstår matematikken og 
de værktøjer der anvendes i faget. Hun udtaler tit: ”Jeg forstår det ikke”. Hun ønsker selv at kunne forstå 
matematik, og vi fornemmer, at der ligger flere snublesten i vejen for hende indenfor matematikken – og at 
de går langt tilbage i stoffet fra tidligere skoleår. 
Når Frederikke i den daglige matematik efterspørger hjælp til at løse opgaver, kan man ikke nøjes med et 
kort hint, eller en kort forklaring på få minutter; Det kræver lang tid, fordi der hele tiden er noget, der 
spænder ben for hende. 
Frederikkes hjemmeopgaver er oftest gode, og vi vurderer, at hun har brugt lang tid på dem, og fået meget 
hjælp fra henholdsvis lærer og kammerater, inden hun afleverede. Men til tests, når hun selvstændigt skal 
præstere, falder hun igennem. 
Frederikke har med stor glæde taget imod tilbuddet om at deltage i dette projekt, med den forhåbning, at 
hun vil få en større forståelse for matematik. 
 
Detektionstest, Udvalgte elever, Helle 
Helle er en almindelig gennemsnitselev der i det daglige er lidt tilbageholdende med at spørge efter hjælp i 
timerne. Hun er først lige startet på skolen i tredje semester (det vil sige samtidigt med dette projekt), og 
dette kan være årsag til hendes tilbageholdenhed. 
Helle er i det daglige kendt som flittig, og afleverer gode hjemmeopgaver. Sammenlignet med Frederikke, 
er hun lidt bedre til matematik. 
I detektionstesten scorede hun meget lavt, og fangede dermed vores interesse. Helle var med på at deltage 
i projektet, og havde, ligesom Frederikke, en forhåbning om at få en bedre forståelse af matematik. 
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Diagnosticering 
Vi har haft de to udvalgte elever til diagnosticering hver for sig. Derudover blev diagnosticeringsforløbet 
afviklet af to omgange, for at få bedre mulighed for at stille en diagnose for hver af de to elever. De to di-
agnosticeringer er foretaget med ca. en uges mellemrum, og har hver haft en varighed på omkring en time. 
 
Diagnosticering 1  
Diagnosticeringsforløbet bestod i at Frederikke og Helle enkeltvis igen skulle løse ligningsopgaverne fra 
detektionstesten, samtidigt med at deres besvarelser blev videofilmet og lyden optaget. Vi sad i lokalet, og 
stillede spørgsmål til eleven, når vedkommende ikke selv fortalte hvad der lå til grund for valg af løsning. I 
de følgende to underafsnit ses udvalgte transcriptioner fra diagnosticeringsforløbene. Opgaverne der refe-
reres til, findes i Appendiks 3: Udvalgte spørgsmål fra detektionstesten på side 80.  
 
Diagnosticering 1, Frederikke 
Frederikke fik til den første diagnosticering de 21 delopgaver omhandlende ligningsløsning, fra detek-
tionstesten. Nedenfor gengives nogle udvalgte opgavebesvarelser, sammen med transcription af samtaler-
ne, samt vores kommentarer til det vi oplevede. 
 
Opgave 33b Løs ligningen: (x − 3)(x − 5) = 0 
Frederikke:  ”Det skal jo bare være 0, så…” 
Herefter skriver Frederikke: X=0 (Se Figur 10). 
 
Figur 10 Frederikke løser ligningen i opgave 33b. 
 
Frederikke husker, at når noget med x er lig med 0, så må x være lig med 0. Vi mener det stammer fra at 
hun ved, at hvis man ganger et tal med 0 så giver det nul. Det gør hun så fejlagtigt brug af i denne opgave. 
 
Opgave 34 Bestem n når: 4 + n − 2 + 5 = 11 + 3 + 5 
Frederikke:  ”Så må man gå ud fra at man skal regne det her ud først [peger på højresiden] når der ikke er 
nogle n derovre.”  
 Frederikke udregner først højresiden til 19. Regner derefter fra lighedstegnet og mod venstre: 
Frederikke:  ”Det er 7 [peger på -2+5]… Det er minus, så det er 3. Næh det kan man ikke.” 
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Frederikke:  ”Plus gange plus det giver plus, så 4 plus 7… 11 – Nej, det må give minus det her [peger på 
minus foran 2] så det er minus 7. Så 4 minus 7 det er minus 3 eller hvad? Det er det fucking al-
gebra. Pis og lort. 
Henrik: ”Men hvis du skulle sige det med ord. Hvordan tænker du den skulle løses?” 
Frederikke:  ”Jamen, hvis man nu regner den her ud først [peger på højresiden] Den giver 19. Og så skal den 
her [peger på venstresiden] jo være lig 19. Men så er det bare jeg tænker: Hvis det her giver 
minus 7 [peger på -2+5] hvis der er minus der [peger på -2] og plus der [peger på +5] Det må jo 
give minus. Og så hedder den: 4 + n, og n er jo egentlig X kan man sige… det er jo det afgøren-
de tal. Men jeg står fast her. Fuldstændig!” 
 
Figur 11 Frederikke forsøger at løse opgave 34, men opgiver... 
 
Frederikke brugte 3 minutter på denne opgave. Figur 11 viser hendes forsøg på at løse opgaven. 
Her ser vi, at Frederikke mangler forståelse for algebra, og hun selv godt er klar over det. Hun bliver forvir-
ret, når hun ikke kan se løsningen direkte. 
 
Opgave 36a Løs ligningen: −6x = 24 
Frederikke: ”Minus gange minus, det giver minus. Minus gange plus, det giver… hmm. For det er vel egent-
lig kun plus gange plus der giver plus? Eller giver det minus? Ej, det er pinligt. Nej nej nej…”. 
Tina:  ”Hvis du skal nøjes med at være lidt i tvivl om fortegnet, hvad er så løsningen?” 
Frederikke:  ”4! Er det ikke 4? Men hvis det nu skal være plus og det er minus. Det ved jeg ikke? ”  
Tina:  ”Du kan skrive 4 ?, så ved vi du har et tal”. 
 Frederikke tegner 4 spørgsmålstegn efter hinanden (se Figur 12). 
Tina:  ”Nej, jeg mener at du skal skrive 4-tallet og så et spørgsmålstegn ” 
 Frederikke skriver ”4 = ?” 
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Figur 12 Frederikke siger, at hun tror at løsningen er 4 eller -4, men er ikke helt sikker. Hun bliver bedt om så at skrive 4? for at 
markere, at hun er i tvivl om det giver 4 eller -4. Frederikke forstod "4?" som ???? 
 
Frederikkes løsning af opgaven viser, at hun mangler overblik, og forsøger at genkalde regneregler fra tidli-
gere. Regnereglerne siger hende ikke noget – det er bare nogle remser hun har forsøgt at lære, og hendes 
brug af dem fejler. 
 
Diagnosticering 1, Konklusion, Frederikke 
Frederikke forsøgte at køre på rutinen, da hun løste opgaverne; for eksempel huskede hun ved løsning af 
opgave 33b (side 20), at der var noget med en ”nul-regel”. Hun viste dog samtidigt, at hun ikke forstår hvad 
nulreglen går ud på. Hvis hun synes det bliver for kompliceret, som i opgave 34 (side 21), så bliver hun fru-
streret, og giver op. 
Frederikke viser tydeligt, at hendes matematikforståelse er instrumentiel (Skemp, 1976); hun løser opga-
verne uden at tænke over hvad det betyder; Igen i opgave 33b, hvor x=0 må være en løsning, men hun for-
søger slet ikke at teste, om løsningen passer i ligningen. Det vil sige, at hun ikke har en matematisk forståel-
se der forbyder hende at finde en løsning som ikke passer ind i ligningen. 
 
Diagnosticering 1, Helle 
Helle fik også de 21 delspørgsmål fra detektionstesten omhandlende ligningsløsning. Udvalgte opgaver ses 
her sammen med transcriptioner fra samtalerne. 
 
Opgave 20 Hvad er løsningen/løsningerne til ligningen 3x – x = 2x? 
Helle løser ligningen ved at gætte på en løsning. Hendes gæt er tallet 3, og det indsætter hun i stedet for x i 
ligningen. Herefter ser hun, at hun har regnet rigtigt… Dette ses på Figur 13. 
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Figur 13 Helle gætter på at tallet 3 er løsning. Det efterprøver hun herefter i ligningen, og ser at det passer... 
 
Her viser Helle, at hun ikke kan forestille sig, at hendes ”gæt-en-løsning” strategi kan slå fejl; hun kan jo se, 
at hun får tallet 6 på begge sider af lighedstegnet, så derfor må hun jo have gættet rigtigt… Helles lignings-
løsningsbegreb er ikke tilstrækkeligt. Derudover er Helles symbol og formalismekompetence (Niss & 
Jensen, 2002) omkring lighedstegn heller ikke god; hun kan uden problemer skrive, at 3 ∙ 3 = 9 - 3 = 6.  
 
Opgave 33b Løs ligningen: (x − 3)(x − 5) = 0 
Helle: ”Man kan sætte 0 ind, så giver det vel altid 0. Skal man skrive alle de løsninger man 
 kan?” 
 Helle skriver: X=0, X=5, X=3 (se Figur 14) 
 
Figur 14 Helle finder de tre værdier af x, som hun tror, får ligningen til at give 0. 
 
Helle har en viden om, at når man ganger et tal med 0, så giver det 0. Derfor tror hun også at det må være 
én af løsningerne til opgaven. Hun fanger dog at x = 5 og x = 3 er løsninger (nulreglen). 
 
Opgave 35b Løs ligningen: 7x − 3 = 13x + 15 
Helle: ”Den kan jeg heller ikke finde ud af når det er på begge sider” 
Henrik:  ”… og det du tænker der er på begge sider..?” 
Helle:  ”Det er når der er x på begge sider. For så skal jeg finde ud af hvad den anden side giver før jeg 
kan finde ud af hvad de er begge to. Hvorimod hvis det kun var på den ene side, så vidste jeg, 
at der var et resultat som jeg skulle komme frem til på den anden side.” 
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Helle giver op overfor ligninger med x på begge sider af lighedstegnet. 
 
Diagnosticering 1, Konklusion, Helle 
Helle viser i diagnosticeringen tydeligt, at hendes forestilling omkring ligningsløsning er: ”Find ud af hvilket 
tal der gemmer sig bag bogstavet x”. Hendes løsningsstrategi er at gætte sig frem til et resultat, ved at ind-
sætte tilfældigt valgte værdier for x, og se hvornår det kommer til at passe i ligningen. Det går af og til godt 
– især hvis der kun optræder x på den ene side af lighedstegnet. Det fortæller hun også næsten selv ved 
løsning af opgave 35b på side 23, hvor der optræder x på begge sider. 
Helles begrebsbillede af ligninger og ligningsløsning er ikke korrekt (Tall & Vinner, 1981). Helle har dermed 
behov for at få dette begrebsbillede ændret, så hun kan indse, at løsning af ligninger ikke behøver at være 
baseret på gætterier, men kan udføres mere systematisk med baggrund i selve matematikken. 
Endvidere så vi, at Helle ikke udviser den store forståelse for lighedstegnets betydning, og har dermed pro-
blemer med symbol- og formalismekompetencen (Niss & Jensen, 2002). 
 
Diagnosticering 2 
Ved den anden diagnosticeringsrunde med de to udvalgte elever, fik de stillet nye opgaver de skulle løse (se 
Appendiks 4: Diagnosticeringsopgaver, side 84). Baggrunden for opgaverne var, at vi ønskede at undersøge 
endnu mere omkring elevernes forståelse for ligningsløsning - Herunder lighedstegnet betydning. Desuden 
tekstopgaver der skulle matematiseres, samt opgaver hvor eleverne skulle opstille og løse ligninger i for-
bindelse med geometriske figurer. Med de sidste to opgavetyper ønskede vi at undersøge om det påvirke-
de elevernes evne til at løse en ligning, at der var en praktisk problemstilling. Vi ønskede at gøre brug af 
forskellige registre (Duval, 2006), for at undersøge, om den enkelte elev er stærkere i forhold til anvendel-
sen af et register frem for et andet, og i så fald at udnytte dette til forståelse ved ligningsløsning. 
 
Diagnosticering 2, Frederikke 
Frederikke har en del forskellige problemer med at løse ligningerne, hvis det kræver flere regneoperationer, 
end hun umiddelbart kan udregne i hovedet. 
 
Spørgsmål 3: Beregn: 2 + 3 ∙ 6 – 5 = 
Frederikkes bud på at løse spørgsmål 3 viser, at hun ikke har styr på regningsarternes hierarki. Hun lægger 
sammen og trækker fra, før hun ganger, i dét hun skriver: 
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Spørgsmål 4:   Løs ligningen:  6 + p – 2 = 8 – p + 4 
Frederikke:  ”så skal p’et rykkes sammen vel?” og skriver:       
 
Frederikkes symbol- og formalismekompetence er meget begrænset, i dét hun tillader sig at se bort fra at 
p’et på venstre side er adderet til ”6 - 2”, mens p’et på højre side af lighedstegnet er subtraheret fra ”8 + 
4”. Frederikkes begrebsbillede af ”bogstaver blandt tal” er godt nok at bogstaverne skal samles, men hun 
har ikke styr på den algebra der ligger bagved operationerne. 
 
 
Spørgsmål 7: Bestem x når:  13 = 2x - 5 
Frederikke:  ”2 minus 5 = 3. Dette trækkes fra 13, dvs. x = 10” 
Igen går det galt med forståelsen omkring bogstaver og tal; Her ser Frederikke ikke, at 2x betyder 2 ∙ x, men 
ser det som om x står alene. Lige modsat af det hun opfattede + og – i det foregående spørgsmål. 
 
Spørgsmål 11: Beregn den ukendte længde i nedenstående retvinklede trekant: 
 
Ved løsning af spørgsmål 11 og 12, som går ud på at beregne sidelængder i en retvinklet trekant, går det 
bedre for Frederikke.  Hun kommer ikke selv i tanke om at bruge Pythagoras, men tænker først cosinus og 
sinus, hvilket er en reel mulig fremgangsmåde. Hensigten med opgaven var imidlertid en ligning, som skulle 
løses ved hjælp af mindre tekniske hjælpemidler, hvorfor lærer i forbindelse med spørgsmål 11 giver et vink 
om Pythagoras. Frederikke skriver herefter A, B og C ved trekantens hjørner og a, b og c på siderne. Heref-
ter: 
         
           
           
       
Frederikke husker godt Pythagoras, og når sider og vinkler er blevet navngivet med A, B, C og a, b, c er hun i 
stand til at løse opgaven. 
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Spørgsmål 12 Bestem a i nedenstående retvinklede trekant: 
 
           
Her er der brug for at omskrive Pythagoras for at udregne den ubekendte længde. Dette klarer Frederikke 
selvstændigt, og hun har ligeledes ingen problemer med, at sidelængderne ikke står med tal på figuren, 
men i stedet er tildelt værdier med lighedstegnet. 
 
Frederikke:  ”Er det det samme? Nej så skal man til at isolere et eller andet” 
         
         
         
         
     
 
Spørgsmål 14:  Løs ligningen:  2x + 3 = 6x + 7 
Frederikke løser ligningen med en del lærerstøtte. Efter at vi sammen har fundet løsningen, bliver Frederik-
ke spurgt, om hun kan kontrollere det fundne facit. Frederikke svarer umiddelbart, ja - det kan hun ved at 
sætte den fundne løsning, x = -1 ind i ligningen. Dette gør hun korrekt. Vi vurderer deraf, at Frederikke for-
står lighedstegnets betydning i en ligning. 
 
Spørgsmål 16:  Løs ligningen:  4x + 1 = 1 + 4x 
Frederikke:  Skriver       og siger: ”nej det kan jeg ikke” 
Lærer:  ”Prøv at sætte nogle tal ind” 
Frederikke finder ud af, at alle tal gælder, og foreslår noget med    til . Heraf får vi bekræftet Frederik-
kes forståelse af lighedstegnets betydning i en ligning. 
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Spørgsmål 18:  Beregn den ukendte vinkel, når:  v = 30˚ og w = 110˚ 
 
Frederikke skriver umiddelbart:               . 
  
Spørgsmål 19:  Et mobilabonnement er opbygget som følger:  
Fast abonnement pr. måned: 50kr 
Pris pr. sms: 0,50kr 
Samtale pris pr. minut: 1kr 
Hvor mange sms’er kan man sende, hvis man  
taler i 200 minutter og har 450kr. pr. måned 
Frederikke: ”Har brugt 50kr. og 200kr. Så har jeg 200kr. tilbage og kan sende 400 sms’er ikke?”  
Hun regner det hele ud i hovedet og får ingen hjælp. Dette var en opgave hun kunne forholde sig til fra 
hverdagen, og ligningen hun skulle løse var ikke nedskrevet, men ”gemt” i teksten. 
 
Spørgsmål 20: f(x) = 2x – 3 og g(x) = -8x + 4. Hvad får man ud af at sætte: f(x) = g(x) ? 
Frederikke har ikke umiddelbart noget bud.  
Lærer:  ”Kan man tegne dem?” 
Frederikke:  ”Ja linjer. Så har man skæringspunktet.” 
 
Frederikke har lettest ved at løse opgaver, hvor der er noget konkret; Her trekanterne, cirklen og opgaven 
med mobiltelefonen. Hun synes, at ligninger er håbløse, siger hun, men når ligningerne er gemt i en tekst 
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eller figur, opstiller hun dem selv og løser dem. Når Frederikke ser opgaven som noget konkret (f.eks. en 
trekant) så er dét der skal findes ikke så ”mystisk”, og derfor lettere at håndtere. 
Jeg forsøger at få Frederikke til at indse, at hun har opstillet og løst en ligning i forbindelse med løsning af 
opgaven med mobiltelefonen ved at opskrive og forklare: 
  
                 
      
   
             
                   
                   
           
       
 
Viser herefter to ens blokke, og vi bliver enige om, at de er ens, altså lig med hinanden. 
Lægger en blyant ovenpå hver blok, og vi er igen enige om, at de to stakke er lig med hinanden. 
Fjerner lige mange stykker papir fra hver blok, og vi er stadig enige om, at de to stakke er ens. 
Halverer hver blok og siger, at jeg ville knække hver blyant midt over og beholde en ene halvdel ved hver 
stak. Vi er enige om, at det svarer til at dividere med to, og at de to stakke stadig vil være ens. 
Herefter uddybes løsningen af ligningen med mobiltelefonen med tydeliggørelse af, at der gøres det sam-
me på begge sider af lighedstegnet: 
 
                   
                                 
                   
           
   
    
 
     
    
  
       
 
Vi er herefter nødt til at have en god snak om brøker og decimaltal, fordi at Frederikke har svært ved at 
arbejde med brøker samt at dividere med 0,50.  
 
Frederikke bliver bedt om at forsøge at løse spørgsmål 4 og 7 igen, og det lykkes for hende en stor del af 
vejen, hvor hun gik således frem: 
 
Spørgsmål 4: 
 
 
             
             
          
          
         
           Her går det galt, hvor hun ”rykker over på den anden side” i stedet for at gøre det samme 
                        på begge sider af lighedstegnet 
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                  Også galt her, nu forveksles gange imellem 2 og p måske med plus? 
       
      
  
 Spørgsmål 7: 
         
         
       
      
Her lykkes det, selvom hun ”rykker over” i stedet for at gøre det samme på begge sider af lighedstegnet. 
For at styrke Frederikkes tro på, at principperne kan anvendes ved f.eks. brøker, som hun finder svært, lø-
ser vi efterfølgende ligning i fællesskab, hvor vi taler undervejs om, hvad der sker.  
 
   
    
 
   
                
       
   
          
           
        
         
       
  
 
 
  
 
  
  
  
 
 
 
 
  
Frederikke bliver forvirret af, at resultatet er en brøk. Selvom det ikke er brøker, som vi her har fokus på, 
vælger jeg at tegne lagkager med videre og forklare om brøker, fordi at denne forvirring risikerer, at Frede-
rikke står helt af. 
Den fulde diagnosticering med Frederikke findes i Appendiks 5: Udvalgte elevers diagnosticering 2, side 87. 
 
Diagnosticering 2, Konklusion, Frederikke  
Frederikke lægger selv op til at blive interveneret under selve diagnosticeringen, idet der er så mange om-
råder indenfor matematik hvor hun har huller, som hun ønsker at fylde ud med forståelse. Frederikke giver 
udtryk for, at hun har det skidt med sin manglende forståelse for matematikken, og er yderst motiveret til 
at modtage hjælp, såvel som aktivt at deltage i interventionsforløb. Undervejs i diagnosticeringsforløbet 
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findes, at hun har brug for at kunne visualisere opgaverne til noget konkret, for at kunne forholde sig til 
dem. 
Frederikke finder ligninger håbløse, men hun kan godt løse dem ubevidst, hvor de er gemt i tekst eller figu-
rer. Vi observerede, at Frederikke mangler forståelse for brøker, og algebra generelt. 
Så samlet set er Frederikkes diagnose: 
 Frederikkes matematikforståelse er i udpræget grad instrumentiel (Skemp, 1976).  
 Frederikke har behov for at visualisere opgaverne til noget konkret, for at kunne forholde sig til 
dem. 
 Frederikke løser ligninger ubevidst, når de er gemt i tekst eller figurer. 
 Frederikke mangler forståelse for brøker og algebra generelt. Hendes symbol- og formalismekom-
petence er ikke god (Niss & Jensen, 2002). 
 
Diagnosticering 2, Helle 
Spørgsmål 2: Løs ligningen:  2x + 5 = 2x 
Helle: ”Det kan da ikke passe, kan det? Uanset hvilket tal man sætter ind, vil den være højere på ven-
stre side” 
Helle indser selv, at der ikke findes nogen løsning på ligningen. Vi taler om, at en ligning godt kan være 
uden en løsning, og at man skriver L=Ø. 
 
Spørgsmål 4: Løs ligningen:   6 + p – 2 = 8 – p + 4 
Helle: ”Kan simpelthen ikke finde ud af det, når der kommer bogstaver ind - nåh ja, det er det samme 
som x ! Kan ikke finde ud af det, når der er bogstaver på begge sider” 
Som ved den første diagnosticering med Helle, oplever vi her, at hendes begrebsbillede for ligningsløsning 
ikke er brugbar; Ved den første diagnosticering blev vi klar over, at Helle løser ligninger ved at gætte en 
løsning, og når der er ubekendte på begge sider af lighedstegnet, kan hun ikke gætte sig frem til en løsning. 
 
Spørgsmål 11: Beregn den ukendte længde i nedenstående retvinklede trekant: 
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Ved løsning af spørgsmål 11 og 12, som går ud på at beregne sidelængder i en retvinklet trekant, går det 
bedre for Helle.  Hun kommer selv i tanke om at bruge Pythagoras. 
Helle: ”jeg tænker, man vil kunne bruge Pythagoras” 
         
           
           
 
Spørgsmål 12 Bestem a i nedenstående retvinklede trekant: 
 
           
Her er der brug for at omskrive Pythagoras for at udregne den ubekendte længde. Dette klarer Helle selv-
stændigt, og hun har ligeledes ingen problemer med, at sidelængderne ikke står med tal på figuren, men i 
stedet er tildelt værdier med lighedstegnet. 
 
Helle:  ”man kan tage den der til den retvinklede trekant” 
         
”så er det ved bare en helt almindelig ligning” 
”jeg vil bare tage    over på den anden side, kan man det? ” 
Lærer:  ”ja” 
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Spørgsmål 14: Løs ligningen:    2x + 3 = 6x + 7 
Helle:  ”Kan ikke, når det er på to sider” 
Lærer:  ”Hvad skal man ved en ligning?” 
Helle:  ”Få x til at stå alene” 
Lærer:  ”Prøv”  
 Herefter går Helle i gang, og skriver: 
            
            
        
        
Fejlen til sidst:  
Lærer:  ”Der skal ikke lægges 4 til, men derimod divideres med 4 på begge sider af lighedstegnes”.  
Helle forstår ikke hvorfor. Helle indser ikke, at hun rent faktisk dividerer med -4 på den ene side af ligheds-
tegnet og lægger 4 til på den anden side. Dette skyldes hendes manglende symbol- og formalismekompe-
tence, samt ligevægtsforståelse for ligninger. 
Spørgsmål 18:  Beregn den ukendte vinkel, når:  v = 30˚ og w = 110˚ 
 
Helle: ”360 grader i en hel cirkel” 
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Helle har ikke styr på fortegn i ligningen, men hun ved og anvender sin viden om, at der er 360 grader i en 
cirkel. Vi forestiller os, at hun blot har udregnet forskellen imellem 360 og 140 samt sin viden om, at vinklen 
er positiv 
Spørgsmål 19:  Et mobilabonnement er opbygget som følger:  
Fast abonnement pr. måned: 50kr 
Pris pr. sms: 0,50kr 
Samtale pris pr. minut: 1kr 
Hvor mange sms’er kan man sende, hvis man  
taler i 200 minutter og har 450kr. pr. måned 
Helle: 50kr så er der 400kr tilbage 
200minutter = 200kr 
Så må der være 200 tilbage 
1kr = 2 sms’er 
200kr = 400 sms’er 
 
Hun udregner i hovedet og får ingen hjælp. Dette var en opgave, hun kunne forholde sig til fra hverdagen, 
og ligningen hun skulle løse var ikke nedskrevet, men ”gemt” i teksten. 
 
Diagnosticering 2, Konklusion, Helle 
Helle løste spørgsmål 11, 12 og 18 med trekanterne og vinklerne i cirklen uden problemer, og det samme 
med spørgsmål 19 med mobilabonnementet. Vi vurderer derfor, at hun ligesom Frederikke er i stand til selv 
at konstruere ligninger og løse dem, når hun stilles en konkret opgave. Opgaverne med funktioner har hun 
også godt styr på, så fokus for Helle skal være hjælp til at løse ligninger, hvor den ubekendte er repræsente-
ret på begge sider af lighedstegnet samt at hjælp til at indse, hvordan reglerne for ligningsløsning overhol-
des. 
Jeg forsøgte, at få Helle til at indse, at hun har opstillet og løst en ligning i forbindelse med løsning at opga-
ven med mobiltelefonen ved at opskrive og forklare: 
  
                   
                         
               
                        
           
   
    
 
     
    
  
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Helle har svært ved at dividere med 0,50.   Det taler vi om, så det forstyrrer mindst muligt i vores opgaver. 
Den fulde diagnosticering med Helle findes i Appendiks 5: Udvalgte elevers diagnosticering 2, side 92. 
Helle bliver forvirret, når der er ubekendte på begge sider af lighedstegnet, og hun foretager operationer 
på ligninger uden at gøre det samme på begge sider af lighedstegnet. Her konkluderer vi, at Helle mangler 
den reelle ligevægtsforståelse. 
Så samlet set er Helles diagnose: 
 Helle ser ligningsløsning som gætterier: Man gætter en værdi af x som passer ind i ligningen. Helles 
begrebsbillede af ligningsløsning (Tall & Vinner, 1981) er dermed ikke korrekt. 
 Helle mangler forståelse for lighedstegnet, som hører ind under symbol- og formalismekompeten-
cen (Niss & Jensen, 2002). 
 Helle mangler ligevægtsforståelsen ved ligningsløsning (Filloy & Rojano, 1989), (Vlassis, 2002). 
 
Intervention 
Efter at vi i diagnosticeringsforløbet havde fundet frem til nogle af de udfordringer Frederikke og Helle hav-
de i forbindelse med ligningsforståelse og ligningsløsningen indenfor matematik, tilrettelagde vi et inter-
ventionsforløb, hvor de to elever hver for sig blev stillet overfor at skulle løse opgaver med fokus på lig-
ningsløsning. Formålet var, at eleverne gennem interventionen skulle blive bevidste omkring, hvad en lig-
ning er, og hvad der er på spil når en sådan skal løses. 
Begge elever gennemgik hver tre interventionsforløb, og hvert forløb havde fokus på et bestemt område 
indenfor ligningsbegrebet. 
Det første interventionsforløb tog udgangspunkt i ligevægtsforståelsen ved ligningsløsning. Dette havde 
især Helle vist i diagnosticeringen at have problemer med. 
Det andet interventionsforløb tog udgangspunkt i virkelighedsnære tekstopgaver, der skulle matematise-
res, og hvor repræsentationskompetencen skulle bringes i spil, samt brug af registerskift. Frederikke havde 
til diagnosticeringen vist, at hun bedre kunne forholde sig til ligningsopgaver, når de var gemt i virkelig-
hedsnære tekstopgaver frem for færdige ligninger der skulle løses. 
Det tredje interventionsforløb bestod af almindelige ligningsopgaver, som skulle løses. Her blev både sym-
bol- og formalismekompetencen samt repræsentationskompetencen bragt i spil, samt igen ligevægtsfor-
ståelsen. Dette sidste interventionsforløb blev endvidere brugt til at vurdere, hvorvidt de to elever havde 
flyttet sig i forhold til det at kunne løse ligninger. 
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Intervention 1 
Interventionsforløb 1 tog udgangspunkt i ligninger ud fra ligevægtsprincippet (Filloy & Rojano, 1989) og  
(Vlassis, 2002). Formålet er at visualisere, hvad det vil sige at gøre det samme på begge sider af lighedsteg-
net. Vi ønsker at give eleverne en relationel forståelse for ligningsløsning. Ligevægten omkring vægtstangen 
leder eleverne til en dybere erkendelse af, hvad det har af betydning, når man foretager den samme opera-
tion på begge sider af lighedstegnet. 
Vi anvendte en vægtstang ophængt i stangens massemidtpunkt, og med en tilhørende vægtskål i hver en-
de. I vægtskålene placerede vi lodder med henholdsvis påtrykte masseangivelser og ukendte masser. Sidst-
nævnte var for eksempel stålbolte (Se Figur 16). Eleverne skulle så, ud fra at holde vægtstangen i ligevægt, 
finde frem til hvad massen af en stålbolt var. Første opgave var:  
Skål 1 Skål 2 
3 bolte 2 bolte og 20 gram 
 
Figur 15 viser opstillingen. Den ækvivalente ligning er: 3x = 2x + 20 
 
Figur 15 Vægtstang anvendt til ligningsløsning. I skålen til 
venstre er 3 bolte, og i skålen til højre er 2 bolte og et 20 
grams lod.
 
 
Figur 16 Lodder med påtrykt vægt samt skiver og bolte med 
ukendte vægte
 
 
Eleven skulle så fjerne 2 bolte fra hver vægtskål, for dermed stadig at have ligevægt. Tilbage er der: 
Skål 1 Skål 2 
1 bolt 20 gram 
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Forud for første intervention blev de to elever bedt om at se otte ReStudy film1, der omhandler temaerne: 
 Brøker 
 Regneregler 
 Introduktion til algebra 
 Parenteser 
 Reduktion 
 Introduktion til ligninger 
 Mere om ligninger 
 Endnu mere om ligninger 
Videoforløbene varede sammenlagt ca. 1 time. Efter at have set de enkelte videoforløb, skulle de to udvalg-
te elever evaluere videoforløbets relevans for dem (hvor meget havde de fået ud af at se dem). Begge ele-
ver vurderede, at de i høj grad havde fået noget ud af især videoerne omkring ligninger. Appendiks 6: Link 
til ReStudy videofilm, side 97 indeholder link til videofilmene. 
Formålet med at eleverne skulle se filmene inden interventionen var, at vi ønskede at få genopfrisket teori-
en omkring de relevante emner. Formålet med at lade eleverne evaluere deres udbytte af filmene var, at 
de selv skulle reflektere over egen læring. Begge elever udtalte forud for selve interventionen, at de følte 
sig godt forberedte til at skulle arbejde med ligninger. 
De to elevers interventionsforløb er beskrevet i de efterfølgende afsnit. 
 
Intervention 1, Frederikke 
Opgave 1: 
 
Frederikke bliver præsenteret for vægten med fyldte skåle, hvor x er en bolt med ukendt masse. Frederikke 
ser ikke selve ligningen. 
Lærer:  ”Hvad vejer en bolt” 
Frederikke:  ”Det må vel være en, for der er ligevægt”  
Vi tolker det som om, at Frederikke med ”en” mener, at én bolt vejer det samme som loddet. Dvs. hun har 
egentlig løst ligningen. 
Vi vil gerne have Frederikke til at bruge ligevægtsprincippet og spørger hende, om hun kan gøre et eller 
andet ved vægtskålene, så hun kan finde vægten på én bolt. 
                                                          
1
 ReStudy er et online videoundervisningssystem, som HTX Skjern har købt adgang til for alle skolens elever. Filmene 
viser undervisningsforløb med en underviser der foran en mindre elevskare, kører tavleundervisning. Eleverne i video-
en stiller undervejs relevante spørgsmål, således sekvenserne tilnærmes reelle klasseundervisningssituationer. 
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 Frederikke fjerner en bolt på hver side. 
Frederikke:  ”Så må den veje 20g”. 
Lærer:  ”Prøv at fjerne en bolt fra hver side”. 
 Så får hun x=20. 
Vi antager, at hun havde udregnet den sidste operation i hovedet. 
 
Opgave 2: 
 
Frederikke bliver præsenteret for vægten med fyldte skåle, hvor x er en skive med ukendt masse. Frederik-
ke ser ikke selve ligningen. 
Frederikke:  ”Jeg kan fjerne 20 og 20”  
 Har herefter:           
 Frederikke fjerner herefter 4 skiver på den ene side og 10 på den anden side.  
 Hun har nu:       
Frederikke:  ”Har 4 tilbage på hver side - det er lige meget hvad de vejer” 
I praksis har Frederikke fjernet ligningen       ved anden operation. 
Lærer:  ”Kig på det, du har fjernet - hvad vejer 4 skiver?” 
Frederikke:  ”Det samme som 10, dvs. én vejer 2,5” 
 
 
Opgave 3: 
 
Frederikke bliver præsenteret for vægten med fyldte skåle, hvor x er et lod med ukendt masse. Hun ser ikke 
ligningen. 
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Hun løser opgaven i hovedet og fortæller ”de vejer 10”. Lærer beder om argumentation. 
Frederikke: ”20 + 20 = 40, så skal der én til, så giver det 50, dvs. én = 10”. 
Frederikke har sandsynligvis trukket 2x fra på begge sider af lighedstegnet. 
 
Opgave 4: 
 
Frederikke bliver præsenteret for vægten med fyldte skåle, hvor x er en kugle med ukendt masse. Hun ser 
ikke ligningen. 
Frederikke lægger de kendte lodders vægt sammen og konstaterer, at der er 30 på hver side. 
Frederikke: ”Det er ligegyldigt, hvad de vejer.  Uendeligt mange løsninger” 
Frederikke fik derefter samme ligning på papir uden at hun fik at vide, at det var den samme ligning: 
                       
Frederikke: ”Det kan jeg da ikke” 
Lærer: ”Prøv at skrive den ned på papir” 
 Frederikke skriver: 
                           
                  
            
Frederikke indser, at der er uendeligt mange løsninger. 
Frederikke afslutter med at fortælle, at hun kunne lide øvelsen, fordi at hun visuelt kunne se, hvad der ske-
te. 
 
Intervention 1, Konklusion, Frederikke 
Frederikke udtalte, at hun godt kunne lide øvelsen, da der var noget visuelt at forholde sig til. 
Frederikke regnede ”forud”/ brugte sin mønstergenkendelsesmetode til at regne med. Det vil sige, at hun 
ikke anvendte metoden med at tage lodder eller bolte op af vægtskålene, men i stedet for brugte lodderne 
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og boltene til visuelt at kunne overskue/tælle. Hun indså hurtigt resultatet (måske fordi det var pæne tal-
værdier) som f.eks. ved ligningen: 4 skiver = 10 gram: ”4 skiver vejer det samme som 10, dvs. én vejer 2,5”. 
Vi fik igen understreget Frederikkes brug af mønstergenkendelse, når hun regner. 
 
 
Intervention 1, Helle 
Opgave 1: 
 
Helle får udleveret ligningen, og lærer fortæller, at ligevægten på vægten svarer til ligningen. x er en bolt 
med ukendt masse. 
Helle konstaterer, at det er samme princip, som hun lige har set på en ReStudy video2. 
 Helle fjerner 2 bolte (=2x) på hver side. 
Helle: ”x = 20” 
 
Opgave 2: 
 
Helle får udleveret ligningen, og lærer fortæller, at ligevægten på vægten svarer til ligningen.  x er en skive 
med ukendt masse.  
 Helle fjerner 20 fra hver side. Har herefter:           
 Helle fjerner 4 skiver fra hver side. Har herefter:        
Helle:  ”x = 2,5” 
 
Opgave 3: 
                                                          
2
 ReStudy videoen viser ikke vægtstangsprincippet, men underviseren demonstrerer ligevægtsprincip med hænderne. 
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Helle bliver præsenteret for vægten med fyldte skåle, hvor x er et lod med ukendt masse. Hun ser ikke lig-
ningen. 
 Helle fjerner 2x på hver side. Har herefter:             
 Helle fjerner 20 + 20 på venstre side og udskifter 50 på højre side med 10. 
Helle: ”    ” 
 
Opgave 4: 
 
Helle bliver præsenteret for vægten med fyldte skåle, hvor x er en kugle med ukendt masse. Hun ser ikke 
ligningen. 
Helle: ”Jeg kan ikke huske det… Det er noget med, at det ikke må give 0”. 
Vi tolker det som om, at hun har erkendt, at hun kan fjerne alt på begge sider, og at hun har opdaget, at 
summen af tallene er det samme, samt at der er lige mange kugler på hver side. 
 Lærer opfordrer Helle til at fjerne noget identisk på begge sider. 
 Helle fjerner 20 på begge sider. Har herefter:                
 Fjerner 4 kugler på hver side. Har herefter              
Helle:  ”Ville have flyttet alle værdier over på den ene side, men så er der jo ikke ligevægt” 
Lærer:  ”Kan du gøre noget, så der stadig er ligevægt?” 
 Helle fjerner 5+5 på højre side, og vægten ”falder” 
Lærer:  ” Kan du gøre noget, så der igen er ligevægt?” 
 Helle fjerner 5+5 på venstre side. 
Lærer:  ”Hvad kan x være, hvis der stadig skal være ligevægt?” 
Helle: ”Den kan være alt muligt - der er uendeligt mange løsninger” 
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Intervention 1, Konklusion, Helle 
Helle genkendte begrebet ”ligevægt” fra ReStudy videoen hun så forud for interventionen. I den pågælden-
de video blev der ikke direkte vist en vægtstang eller snakket om ligevægt, men hun havde fanget, at un-
derviseren på videoen med begge hænder signalerede ligevægt. Hun gennemførte interventionen og udvi-
ste forståelse for ligevægtsprincippet i forhold til vægtsstangsprincippet.  
Intervention 2 
Til interventionsforløb 2 fik eleverne tekstopgaver. Formålet med denne opgave var at se, hvordan eleverne 
er i stand til at gå fra ét register til ét andet: Det vil sige at lave conversion mellem en tekst med oplysninger 
til en matematisk ligning og igen videre til en graf der afbilder situationen (Duval, 2006). 
Opgaverne gik ud på, at eleverne skulle beregne, hvornår et givent mobilabonnement var billigere end et 
andet. Vi ville undersøge, om elevernes ligningsforståelse ændrede sig, hvis ligningen var camoufleret i en 
tekst. 
 
Intervention 2, Frederikke 
Opgave 1 
En ældre dame bruger udelukkende sin telefon til at tale i. Hun har mulighed for at 
tegne to forskellige telefonabonnementer: 
 
Type 1:  
Fast abonnement pr. mdr.: 100kr 
Samtale pris pr. minut: 0,20kr 
 
Type 2: 
Fast abonnement pr. mdr.: 40kr 
Samtale pris pr. minut: 0,50kr 
 
a) Hvilket abonnement er billigst, hvis damen taler 120 minutter pr. mdr? 
b) Hvilket abonnement er billigst, hvis damen taler 300 minutter pr. mdr? 
c) Hvor mange minutter skal damen tale, for at abonnement type 2 bliver 
fordelagtigt? 
 
 
Frederikke: Gætter først på at det er Type 1 der er svaret.  
Frederikke: ”5 af dem til for 1 min.” [peger på pris på 0,2kr/min, og skriver (Figur 17)] 
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Figur 17 Frederikke ved at der går 5 af 0,2 for 1. 
Frederikke: ”Det kan ikke passe!” 
Henrik: ”Hvilken enhed er de 5 og de 1,00 i?” 
Frederikke: ”Øhh?”   
 Frederikke når dog frem til at 5 minutters tale koster 1 kr. 
Frederikke: ”Så skal man dividere”  120/5 = 24   => 124 kr 
Frederikke:  ”0,50  => Det halve af 120 er 60, så det giver 100 total. [Frederikke fanger hurtigt, at når det 
er 0,50 der står, så er det det halve.] Så er det Type 2 der er billigst” 
Frederikke:  ”Så er det bare det samme men med 300”.  
 Regner det hurtigt efter, og finder ud af at det er Type 1 der er billigst. 
Frederikke:  ”Så skal hun bare tale mindre end den ene” 
Tina:  ”Kan du opstille et regnestykke så du kan regne prisen ud?  
Frederikke:  ”Altså en ligning?” 
Tina:  ”Ja” 
Frederikke:   ”= 300” 
Tina:  ”Hvad gjorde du da du regnede det ud i den første?” 
  Frederikke skriver (Figur 18): 
Snublesten ved ligningsløsning 
1. semester 
Side 43 
 
Figur 18 Frederikke får opskrevet et udtryk for beregning af prisen for Type 1 abonnementet. 
Tina:  ”Hvad hvis det var x minutter?” 
  Frederikke skriver den generelt (se sidste linje på Figur 18). 
Tina:  ”Hvornår koster de det samme?” 
Frederikke:  ”Pris 1 = Pris 2” 
  Frederikke får hjælp til at få skrevet op hvad hhv. pris 1 og pris 2 er lig med. Frederikke kan 
ikke overskue brøkerne, så hun får skrevet det som decimaltal i stedet (se Figur 19). 
 
Figur 19 Frederikke får sat udtryk for pris 1 = pris 2, og får omskrevet brøker til decimaltal. 
 
Frederikke:  ”Jeg bliver forvirret over at der står x’er på begge sider” 
Tina:  ”Tænk på vægten. På den ene side er der 2x og den anden 5x. Der er ligevægt. Hvor mange 
x’er kan fjernes fra hver side?” 
Frederikke:  ”3” [Tror Frederikke har regnet forskellen mellem 5 og 2 ud (Instrumentel/rutine)] 
  Tina tegner vægt på papir, og tegner lodder og skruer, og gennemgår eksempel. Herefter prø-
ver Frederikke (se Figur 20). 
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Figur 20 Frederikke udregner hvornår pris 1 = pris 2 
  Frederikke virker ikke til at forstå hvad hun har gjort og hvordan hun kommer frem til de 200 
Frederikke:  ”Det er svært når x’er på begge sider” 
Herefter en mere detaljeret snak om løsningen af ligninger med x’er på begge sider: Få tal på den ene side 
og x’er på den anden side (se Frederikkes egne noter om det på Figur 20 nederst til højre). 
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Opgave 2 
Et mobilabonnement koster følgende: 
 
Fast pris abonnement pr. mdr:  50kr 
Pris pr. sms: 0,25kr 
Samtale pris pr. minut: 0,50kr 
En kvinde har afsat 110kr pr. måned til betaling af telefonregningen. 
 
a) Hvor mange sms’er kan hun sende, hvis hun taler i 20 minutter? 
b) Hvor mange sms’er kan hun sende, hvis hun taler i 40 minutter? 
c) Hvor mange sms’er kan hun sende, hvis hun taler i 60 minutter? 
d) Hvor mange sms’er kan hun sende, hvis hun taler i 120 minutter? 
e) Kan du opstille en matematisk sammenhæng / formel, som beregner antal 
sms’er, når taletiden er kendt? 
f) Kan du tegne en linje i koordinatsystem, som viser sammenhængen? 
 
 
 Frederikke skriver stille og roligt informationerne op, og udregner antallet af SMSer man kan 
sende, når man taler i 20 minutter om måneden. Dette ses på Figur 21. 
 
Figur 21 Frederikke udregner antallet af SMSer der kan sendes, med 20 minutters tale. 
Henrik: ”Hvor kom de 4 fra?” (se nederste linje på Figur 21) 
Frederikke: ”Der skal jo 4 til 1 kr.” 
Frederikke ser de 0,25 kr som 
 
 
 kr, som hun så igen ved kræves 4 af, for at have 1 kr. 
 Frederikke fortsætter med spørgsmål b. Hendes udregning ses på Figur 22. 
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Figur 22 Frederikke beregner hvormange SMSer man kan sende, når man taler i 40 minutter. 
Frederikke: ”Det er jo det samme hver gang” 
Tina: ”Kan du så lave en formel for det?” 
Frederikke: ”Det kan jeg da ikke!” 
Med lidt hjælp får Frederikke skrevet (Figur 23): 
 
Figur 23 Frederikke får, med lidt hjælp, opskrevet et udtryk for beregning af antal SMSer. 
 For at være sikker tester hun af hvor x = 40 (indsætter) og får det til 160. 
Tina: ”Kan du tegne en graf for det?” 
Frederikke: ”Det kan jeg da ikke!” 
Tina: ”Prøv at reducere udtrykket” 
 Frederikke skriver (Figur 24): 
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Figur 24 Frederikke får udtrykket skrevet op som ligningen for den rette linje. 
Tina: ”Prøv at tegne grafen for ligningen op” 
Frederikke: ”Skal det være korrekt?” (i forhold til tegning af graf)  
 Tina tegner koordinatsystem op, og sætter enheder på akserne. Frederikke udregner herefter 
tre y-værdier, hvor x er henholdsvis 0, 50 og 100 (Figur 25): 
 
Figur 25 Frederikke beregner 3 punkter på linjen. 
 Og herefter afsætter hun punkterne i koordinatsystemet, og optegner linjen (Figur 26). 
 
Figur 26 Frederikke får optegnet den rette linje, der viser antal SMSer i forhold til taletiden. 
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Frederikke viser, at når det bare bliver virkelighedsnært og håndgribeligt, kan hun godt regne den ud. 
 
Intervention 2, Konklusion, Frederikke 
Frederikkes praktiske tilgang til at regne gør, at når der står 0,20 kr., så oversætter hun det i hovedet til ”5 
stk. for 1 kr.”. 
Frederikke er hurtig til at indse, at hun skal gøre det samme i alle opgaver (dvs. udregne resultat på samme 
måde). Vi vurderer, at hun er god til at mønstergenkende opgaver, og således anvende sin instrumentelle 
forståelse for emnet. 
Hun siger, at hun bliver forvirret af X’er på begge sider af lighedstegnet i ligninger. Det vurderer vi skyldes, 
at hun ikke umiddelbart i hovedet kan gennemskue resultatet; så længe X’erne er på den ene side af lig-
hedstegnet, så er hun i stand til i hovedet at udregne resultatet. 
Siger tit ”Det kan jeg da ikke”, når hun skal løse opgaver. Dette har været generelt i alle forløb, hvori hun 
bliver stillet overfor opgaver, som hun ikke direkte kan se løsningen på.  
Vores formål med at lave registerskifte lykkes i det omfang, at Frederikke selv indså, at hun gentog samme 
operation, og med lærerhjælp selv kunne konstruere ligningen. Dog udeblev den tilsigtede ”aha-oplevelse” 
af at kunne tegne graferne op, og anvende visuelle skæringspunkt mellem linjerne. 
 
 
Intervention 2, Helle 
Opgave 1 
En ældre dame bruger udelukkende sin telefon til at tale i. Hun har mulighed for at 
tegne to forskellige telefonabonnementer: 
 
Type 1:  
Fast abonnement pr. mdr.: 100kr 
Samtale pris pr. minut: 0,20kr 
 
Type 2: 
Fast abonnement pr. mdr.: 40kr 
Samtale pris pr. minut: 0,50kr 
 
a) Hvilket abonnement er billigst, hvis damen taler 120 minutter pr. mdr? 
b) Hvilket abonnement er billigst, hvis damen taler 300 minutter pr. mdr? 
c) Hvor mange minutter skal damen tale, for at abonnement type 2 bliver 
fordelagtigt? 
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Helle: ”Gange med 120 minutter” 
 Helle opskriver og udregner prisen for de to forskellige mobilabonnementer (Figur 27) 
  
 
Figur 27 Beregning af pris for de to mobilabonnementer ved 120 minutters taletid. 
Helle: ”Så skal man sige 300 i stedet for 120. Så vil den stadig være billigst (peger på Type 2); Det er jo 
samme tal man sætter ind [mener: samme sted man sætter tal ind].”  
 Regner efter og finder: 160 kr og 190 kr  
Helle: ”Så er det det første.” 
 Helle kan ikke forstå hvorfor det ændre sig fra at være Type 2 abonnementet til at være Type 1 
abonnementet der er billigst, når der bliver snakket i flere minutter. 
Tina: ”Hvilket abonnement skal man købe hvis man ikke snakker så meget?” 
Helle: ”Den nederste [Type 2]” 
Tina: ”Kan du opstille en ligning for det? [til spørgsmål c]” 
 Helle skriver X og går i stå 
Henrik:  ”Kan du ved at prøve med lommeregneren forsøg dig frem?” 
Helle: ”Nej” 
Henrik: ”Prøv med 200 kr.” 
 Det viser sig, at 200 rent faktisk er x-værdien for skæring mellem de to ligninger. 
Tina: ”Prøv at stille et regnestykke op der viser det” 
 Helle skriver (se Figur 28): 
 
Figur 28 Helle stiller en ligning op. 
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Helle:  ”Kan man det? Kan jeg bare finde X?” 
Tina: ”Prøv. Tænk på det som en ligning” 
Helle: ”Så er det X’erne på den ene side” 
 Helle løser ligningen (se Figur 29). 
 
Figur 29 Helle løser ligningen. 
Tina: ”Hvad gjorde du galt [peger på linjen med 100 + 0,2x – 40 - 0,5 = x]?” 
Helle: ”Det kan jeg ikke se” 
Tina: ”Hvordan kom de 0,5 over på den anden side?” 
 Helle forklarer, at hun havde trukket dem fra, men når det var gange kunne man jo ikke det 
alligevel. Hun havde opfattet, at 0,5 og x var hver for sig. 
 
Opgave 2 
Et mobilabonnement koster flg.: 
 
Fast pris abonnement pr. mdr:  50kr 
Pris pr. sms: 0,25kr 
Samtale pris pr. minut: 0,50kr 
En kvinde har afsat 110kr pr. måned til betaling af telefonregningen. 
 
a) Hvor mange sms’er kan hun sende, hvis hun taler i 20 minutter? 
b) Hvor mange sms’er kan hun sende, hvis hun taler i 40 minutter? 
c) Hvor mange sms’er kan hun sende, hvis hun taler i 60 minutter? 
d) Hvor mange sms’er kan hun sende, hvis hun taler i 120 minutter? 
e) Kan du opstille en matematisk sammenhæng / formel, som beregner antal 
sms’er, når taletiden er kendt? 
f) Kan du tegne en linje i koordinatsystem, som viser sammenhængen? 
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Helle: Helle skriver opgaven op fra teksten, og udregner, ved hjælp af lommeregneren, at der er 50 kr 
tilbage til SMSer (se Figur 30). 
 
Figur 30 Helle finder hvor meget der er tilbage til SMSer 
 Skriver: 0,25 ∙ 50 = 12,5 SMS’er 
Helle: ”Nårh, der skal 4 til en krone, så 4 ∙ 50” 
Henrik: ”Hvor kommer de 4 fra?” 
Helle: ??? (Forvirret) 
Tina: ”Hvad hvis en SMS koster 2 kr. stk?” 
 Helle forsøger at udregner det i hovedet… 
Henrik: ”Prøv at skrive de 0,25 op som ¼. Hvor kommer de 4 så fra? 
 Helle ender med at indse, at ¼ ∙ 4 = 1 
 Helle fortsætter med næste delopgave 
 110 kr 
 - 50 
 - 40 ∙ 0,5  => 40 kr  0,25 ∙ 40 = 10 
Helle: (4 ∙ 0,25) ∙ 40 
Tina: ”Kan du kun sende 10 SMSer?” 
Helle: ”Nej” 
Tina: Laver en sammenligning med køb af slik: ”Hvor mange stykker slik a 0,25 kr kan man få for 1 
kr?” 
Helle: ”4” 
Tina: ”Hvor mange stykker for 10 kr?” 
Helle: ”8… nej 40” 
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 Helle fortsætter med 60 ∙ 0,5 => 120 SMSer. Hun indtaster igen på lommeregneren for at finde 
60 ∙ 0,5. For at finde antal SMSer starter Helle altid op med at udregne ¼ ∙ 4 med begrundelsen  
Helle: ”Det giver mig en forståelse for det når jeg gør det samme. Ellers bliver jeg forvirret”. 
Helle: Med 120 minutter ser Helle, at det giver 60. og medfører 0 SMSer. 
Tina: ”Lav en ligning” 
 Helle skriver, med lidt hjælp fra Tina (se Figur 31): 
 
Figur 31 Helle opskriver, med hjælp fra Tina, ligningen for den rette linje 
 Helle tegner et koordinatsystem, og beregner 5 punkter ud fra den fundne ligning. Dette ses på 
Figur 32. 
 
Figur 32 Helle afsætter punkter i koordinatsystemet. 
Virker som om det stadig er ”hokus pokus”. Hun sætter ukritisk punkter på grafen (akseinddeling flyder så 
afstand ikke konsistent) => det bliver ikke en ret linje. 
Tina: ”Hvorfor er det ikke en ret linje?” 
Helle: ”Jeg har ikke tegnet det præcist”  
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Det vil sige, at Helle ikke har forstået princippet i at tegne en graf. For at en graf giver mening skal de jo 
netop tegnes præcis. Her ses, at Helles repræsentationskompetence ikke er god. 
 
Intervention 2, Konklusion, Helle 
Helle viser igen, at hun mangler ligevægtsforståelsen for ligninger, også selvom hun ved den første inter-
vention udviste forståelse for ligevægtsprincippet.  
Helle virkede generelt mere forvirret overfor tekstopgaverne end hvad hun plejer at vise ved almindelig 
ligningsløsning. Vores vurdering er, at Helle ikke er i stand til at foretage registerskifte, uden at miste over-
blikket over hvad opgaven egentlig går ud på. Vi så også, at Helles repræsentationskompetence ikke er så 
god. 
 
Intervention 3 
Til interventionsforløb 3 fik eleverne udleveret ligningsopgaver, som de skulle løse. Formålet var at se, om 
eleverne havde rykket sig efter interventionsforløb 1 og 2. 
Appendiks 7: Interventionsforløb 3 – Ligningsløsning på side 100 viser både de stillede opgaver, men også 
interventionsforløbet. 
 
Intervention 3, Frederikke 
Frederikke havde stadig udfordringer, som vi arbejdede med i forbindelse med, at hun løste ligningerne. 
Én af kompetencerne fra KOM rapporten (Niss & Jensen, 2002) er repræsentationskompetencen. Repræ-
sentationskompetencen har at gøre med at kunne anvende forskellige repræsentationsformer til for ek-
sempel at se en ligning; Det kan være en ligning opskrevet med tal og symboler, men ligningen kan også 
repræsenteres ved hjælp af lodder, bolte og møtrikker (som vist i intervention 1). Kompetencens styrke 
ligger i hensigtsmæssigt, at kunne skifte repræsentationsform, afhængig af hvilken matematisk situation 
der byder sig.  
I denne intervention med Frederikke, bringes repræsentationskompetencen i spil, da vi anvender små pla-
stikklodser til at gøre ligningen visuel. 
Ligning:  3x + 5 = 7  (ligning kun x på den ene side)  
Frederikke:  ”Det kan jeg da ikke” 
Lærer opstiller ligevægt med vægtstangsprincippet, ved brug af røde og brune klodser. Der er ingen vægt-
stang. Klodserne ligger i to bunker, og vi taler om ligevægt (forestiller os vægtstangen). 
                                    = 
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Lærer forklarer, at lighedstegnet betyder, at der er balance imellem de to sider. 
Lærer guider Frederikke til at fjerne én rød klods på hver side og indse, at ligevægten er bevaret. Herefter 
fjerner Frederikke selv flere røde klodser, så der er: 
 = 
Frederikke opskriver herefter selv det foretagne på ligningsform (se Figur 33). 
 
Figur 33 Frederikke løser ligningen i hånden, efter at have gjort det med plastikklodser. 
Herefter er Frederikke i tvivl om, hvordan hun kommer videre. ”Jeg kan ikke finde ud af, om det er 
 
 
 eller 
 
 
 
” 
Lærer:  ”Husk at der står gange imellem 3 og x. Hvad er det modsatte af at gange?” 
Frederikke:  ”Dividere” 
 Lærer viser herefter:  
  
 
 
 
 
 , og forklarer samtidigt, at  
  
 
      
 Frederikke skriver:   
 
 
 
Frederikke:  ”Kan det godt være et resultat?” 
Lærer:  ”Ja - hvad tænker du på? Foretrækker du at skrive det som decimaltal, altså x=0,667?” 
Frederikke:  ” Ja, men hvordan ved du, at det giver 0,667?” 
Lærer:  ”Fordi at 2:3 = 0,667 med så mange 6-taller, man vælger at skrive, og med 7 til sidst pga. af-
runding.” 
Lærer forklarer, at hun har denne viden, fordi at hun har set det adskillige gange. Frederikke ved godt, at 
det kan beregnes med lommeregner, men har ingen idé om hvad der sker i lommeregneren.  
Lærer forklarer, at brøkstregen er en notationsform, som betyder det samme som divisionstegnet. Vælger 
at repetere for Frederikke, hvordan division foretages uden brug af lommeregner, først med eksemplet som 
det ses på Figur 34. 
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Figur 34 Manuel division uden brug af lommeregner. 
Frederikke forstår eksemplet, genkender hvordan hun tidligere har divideret i folkeskolen. Herefter udreg-
nes   
 
 
, som det ses på Figur 35.  
 
Figur 35 Manuel division uden brug af lommeregner. 
Frederikke indser sammenhængen imellem brøker og decimaltal.  
Kommentar: 
Baggrunden for, at læreren vælger at forklare Frederikke sammenhængen imellem brøker og 
decimaltal igennem division uden brug af lommeregner, er et ønske om at få Frederikke til at 
indse sandheden og det logiske i sammenhængen.  
Snublesten ved ligningsløsning 
1. semester 
Side 56 
Hvis Frederikke blot var blevet bedt om at kontrollere med lommeregner, at lærerens påstand 
 
 
       var rigtig, ville hun formentlig være overbevist om rigtigheden, men hun var ikke 
blevet klogere. 
Frederikke er fortvivlet over sin egen ”manglende matematiske evner”. Vi brugte tid på at tale 
om, at de mange ”huller” Frederikke har i sit mentale matematiske bibliotek gør det svært for 
hende at indse nye matematiske sammenhænge, men at det ikke har nogen sammenhæng 
med evner eller intelligens 
 
Ligning:  2 – x = 4  (Kun x på den ene side med minus foran x, og løsningen er negativ) 
Frederikke løser selv første del af ligningen (se Figur 36). 
 
Figur 36 Frederikke løser første del af ligningen selv. 
Herefter går Frederikke i stå. Lærer minder hende om, at minus gange minus giver plus, og Frederikke fort-
sætter (Figur 37): 
 
Figur 37 ... Frederikke ender med at finde x, efter at være blevet mindet om, at minus gange minus giver plus. 
Frederikke virkede ikke tilpas ved at gange med -1 på begge sider at lighedstegnet. Lærer demonstrerede 
anden fremgangsmåde: 
     
         
      
         
     
Lærer:  ”Kan du kontrollere, at den fundne løsning er korrekt?” 
 Frederikke indsætter:              
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Kommentar: 
Baggrunden for at vise Frederikke den anden fremgangsmåde var dels at vise Frederikke, at der 
ofte er flere veje i forbindelse med ligningsløsning, hvoraf nogle kan virke lettere end andre, 
men ikke mindst at de forskellige fremgangsmåder fører til det samme, hvis princippet om at 
gøre det samme på begge sider af lighedstegnet overholdes. Det sidste for at styrke opfattelsen 
af lighedstegnet som en ligevægt. 
Baggrunden for at bede Frederikke om at kontrollere løsningen er et ønske om at styrke Frede-
rikkes tankegang omkring hvad ligningsløsning går ud på. 
 
Ligning:  5x + 2 = 6x + 2 – x  (Ligning hvor L=R) 
Frederikke løste selv ligningen (se Figur 38). 
 
Figur 38 Frederikke løste selv ligningen, men er ikke sikker på hvad hun er nået frem til. 
 
Frederikke kan dog ikke umiddelbart konkludere noget ud af det, hun er kommet frem til. 
Lærer:  ”Prøv at starte forfra med ligningen. Kig på den og forsøg at danne dig overblik.” 
 Lærer viser:                         
Frederikke:  ”Er det ikke lige meget, om man ganger?” 
 Frederikke får øje på, at der står det samme på begge sider af lighedstegnet, og at der derfor 
er uendeligt mange løsninger. 
 
Kommentar:  
Frederikke kan visuelt se, at der står det samme på begge sider af lighedstegne, det hjælper 
hende i erkendelsen af, at der er uendeligt mange løsninger. Udtrykket 0=0x ser Frederikke ikke 
som om, at der står det samme på begge sider af lighedstegnet, muligvis fordi at hun ikke for-
mår at gennemskue, at 0 gange x er 0. Men det kan også skyldes, at hun ikke forbinder det, at 
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hun får et resultat, som altid er sandt, med, at ligningen altid vil være sand og dermed have 
uendeligt mange løsninger. 
 
Ligning: 2x + 3 = 2x + 4 (ligning hvor L=ø) 
Frederikke løser først selv ligningen (se Figur 39). 
 
Figur 39 Frederikke løser først selv ligningen, men kommer frem til, at x=7 
Lærer:  ”Er du sikker på sidste skridt?” 
Frederikke:  ”Nej, det giver     ”  
Lærer:  ”Hvad betyder det - er det et sandt udtryk?” 
Frederikke:  ”Nej” 
Lærer:  ”Prøv at kigge på den oprindelige ligning. Der står 2x på begge sider af lighedstegnet. Vi skal 
finde en talværdi, som vi skal gange med 2. Dette tal skal dels tillægs 3, dels fratrækkes 4, og 
resultaterne skal være ens, kan dette lade sig gøre?” 
Frederikke:  ”Nej” 
Vi taler om, at der ikke er en løsning til ligningen.  Dette ses lettest af selve ligningen.  At der ikke findes 
nogen løsning, kan også indses af det fremkomne udtryk 7=0, som er falsk, men Frederikke har klart lettest 
ved at indse forklaringen til den oprindelige ligning 
Kommentar:  
At Frederikke har lettest ved at indse, at der ikke eksisterer en løsning til ligningen ved at be-
tragte selve ligningen styrker formodningen om, at Frederikke forstår ligningsbegrebet men fo-
retrækker et visuelt overblik. Frederikke er i stand til at tænke logisk, men manglen på mate-
matiske rutiner og færdigheder er skyld i, at hun finder matematik svært og har svært ved at 
lære nyt matematisk stof. 
 
Intervention 3, Konklusion, Frederikke 
I løbet af interventionsforløbet ”afsløres” Frederikkes manglende forståelse for brøker. Ved ligningen 3x = 2 
siger hun, at hun ikke kan huske om det er x = 
 
 
 eller x = 
 
 
. Hun har ikke forståelsen for, hvordan man divi-
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derer/bruger brøker. Efterfølgende gennemgås division i hånden med hende, hvor 
 
 
 omregnes til decimal-
tal. 
Frederikke er kommet rigtig langt med lighedstegnet ud fra ligevægtsprincippet. Hun har dog en del pro-
blemer, som bunder i, at hun ikke har helt styr på aritmetik og algebra, hvor det særligt er division og brø-
ker, som volder problemer. 
Det vurderes, at Frederikke skal styrkes i at løse simple ligninger uden brøker, samt at hun generelt skal 
trænes i forståelse af brøker og notation, herunder de ”usynlige” parenteser, som står omkring indholdet i 
tæller og nævner. Frederikke skal også have opgaver, som hjælper hende til at indse, hvordan der divideres 
i det sidste skridt i forbindelse med løsning af ligninger som ovenstående, der blev gennemført. 
I (Davis, 1975) beskrives, hvordan man har forsøgt at få en klasse med særlig talentfulde elever, til at gen-
nemgå en kognitiv proces, som skulle lede dem frem til selv at kunne løse ligninger. Konklusionen af dette 
forsøg var, at eleverne ikke selv var i stand til dette, da de ikke havde tilstrækkelige erfaringer med de del-
elementer der var nødvendig (aritmetik og algebra). Vi ser paralleller hos Frederikke, i forhold til at mang-
lende basale færdigheder forhindrer hende i at udvikle forståelse for teknikker til ligningsløsning. 
 
Intervention 3, Helle 
Helle løste ligningerne i forbindelse med interventionsforløbet selvstændigt og korrekt. Opgaverne inde-
holder forskellige ligningstyper, herunder ligninger med brøker, hvor x er placeret i tæller og ligninger med 
x placeret i nævner samt ligninger med uendeligt mange løsninger og ligninger uden løsning. 
Vi har her medtaget udvalgte eksempler fra Helles selvstendige løsninger af opgaverne i intervention 3. Alle 
løsningerne ses i Appendiks 7: Interventionsforløb 3 – Ligningsløsning, side 109. 
Første eksempel ses på Figur 40, hvor Helle uden problemer finder frem til, at når hun ender med 0=0, så 
må alle tal jo kunne anvendes på x’s plads. 
 
Figur 40 Helle løser ligningen uden problemer, og finder selv frem til, at hvis 0=0, så kan alle tal passe ind i ligningen på x's plads. 
 
På Figur 41 ses Helles løsning af en ligning, hvor løsningen er en brøk. Dette giver heller ikke problemer for 
Helle. 
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Figur 41 Ligning hvor x er en brøk. 
 
Ligningen vist på Figur 42 har ingen løsning. Dette konkluderer Helle også selv, da hun kommer frem til, at 
løsningen er 0 = -7, og det passer jo ikke. 
 
Figur 42 Helle er med på, at ligningen ikke har en løsning. 
 
Til sidst ses på Figur 43 en type ligning, som mange elever bliver skræmte over; Det er en ligning med x’er 
på begge sider af lighedstegnet, og samtidig opstillet som brøker. Helle løser dog uden videre ligningen. 
 
Figur 43 Helle løser en ret ligning der for mange elever ser træls ud; der er både x'ere på begge sider af lighedstegnet, og brøker. 
 
Intervention 3, Konklusion, Helle 
Helle har virkelig rykket sig igennem interventionerne. Det sidste interventionsforløb klarede Helle helt 
uden hjælp, og fra at hun ved diagnosticeringsforløbene i starten gættede sig frem til værdier af x der var 
løsning til en given ligning, har hun nu forstået ligevægtsprincippet, og løser ligningerne uden problemer.  
Helles forståelse for ligningsbegrebet, og især begrebsbilledet omkring ligningsløsning er ændret, så det 
ikke længere er et spørgsmål om at kunne gætte sig frem til den ukendte værdi for x, men nu beror på lo-
gisk løsningsstrategi baseret på ligevægtsprincippet. 
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Intervention, Konklusion 
Forud for interventionen, havde vi diagnosticeret Frederikke til følgende: 
 Frederikkes matematikforståelse er i udpræget grad instrumentiel (Skemp, 1976).  
 Frederikke har behov for at visualisere opgaverne til noget konkret, for at kunne forholde sig til 
dem. 
 Frederikke løser ligninger ubevidst, når de er gemt i tekst eller figurer. 
 Frederikke mangler forståelse for brøker og algebra generelt. 
 
Helle havde vi diagnosticeret til følgende: 
 Helle ser ligningsløsning som gætterier: Man gætter en værdi af x som passer ind i ligningen. Helles 
begrebsbillede af ligningsløsning (Tall & Vinner, 1981) er dermed ikke korrekt. 
 Helle mangler forståelse for lighedstegnets betydning, som hører ind under symbol- og formalis-
mekompetencen (Niss & Jensen, 2002). 
 Helle mangler ligevægtsforståelsen ved ligningsløsning (Filloy & Rojano, 1989), (Vlassis, 2002). 
 
Vi har til interventionsforløbene arbejdet med to meget forskellige personer. Dette har vi oplevet ved, at 
hvad der virker for den ene, ikke nødvendigvis virker for den anden. For eksempel hjalp interventionsforløb 
2 Frederikke en hel del, fordi opgaverne var virkelighedsnære, og indeholdt gentagelser som hun kunne 
detektere (mønstergenkendelse). Frederikke kunne ud fra opgaverne se ligningsbegrebets berettigelse. 
Helle blev derimod forvirret over selv samme interventionsforløb, hvilket vi vurderer skyldes at den store 
mængde tekst forvirrede hende. Helle har lettere ved instrumentiel ligningsløsning indenfor samme regi-
ster (klassiske algebraiske ligninger). 
Grunden til at Frederikke har svært ved at løse klassiske algebraiske ligninger vurderer vi skyldes, at hun har 
store vanskeligheder med algebra, og simple regneregler, og dermed ”spillereglerne” for ligningsløsning. 
Ved interventionsforløb 3 så vi, at Helle var blevet væsentlig styrket i at løse klassiske algebraiske ligninger. 
Dette så vi ikke hos Frederikke, derimod så vi hos hende, ligesom ved Helle, at hun har fået styrket sin for-
ståelse for lighedstegnet og dets betydning, idet hun var i stand til at kontrollere en løsning, samt indse, at 
der kan være uendelige mange løsninger eller slet ingen løsninger til en ligning. 
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Kollega-samarbejde, kemilærer Vibeke Berg 
Helle og Frederikke går i samme klasse. Vi har i forbindelse med projektet bedt Vibeke Berg om en vurde-
ring af elevernes evne til at anvende matematik i forbindelse med kemifaget, og vi har samtidig spurgt hen-
de, om hun har kunnet mærke en udvikling i, hvordan Helle og Frederikke arbejdede i kemifaget igennem 
semestret, hvor interventionsforløbet fandt sted. Begge elever har kemi på B-niveau. 
Vibeke Berg fortæller os, at begge elever er dygtige til kemifaget. Helle får karakterne 10/7 i skrift-
lig/mundtlig, mens Frederikke får 7/7. Der har ikke været nogen synlig udvikling at mærke på elevernes 
niveau igennem semestret. 
Vi søgte en forklaring på, hvorfor Helle og Frederikke kan have svært ved løsning af ligninger i matematik, 
uden at det tilsyneladende volder dem problemer med ligningsløsning i kemifaget. Vibeke Berg redegjorde 
for, hvilke ligninger de bruger og løser i kemi, og hvordan de griber det an.  
I kemi anvender de ligninger, som angiver sammenhænge imellem mol(n), volumen(V) og koncentration (c) 
samt imellem masse (m), molmasse (M) og mol(n). Formlen for sammenhæng imellem n, V og c er angivet 
nedenfor, hvor der til højre for formlerne er opstillet trekanter, som symboliserer, hvordan formlerne virker 
og kan omskrives: 
 
           
 
 
     
 
 
      
 
Tilsvarende sammenhæng og trekant kan opstilles for m, M og c.  
At Helle og Frederikke uden problemer kan anvende ovenstående formler ser vi dels som en følge af, at 
opstillingen af trekanten hjælper med at huske, hvor der skal ganges og divideres, idet læreren fortæller 
dem, at den vandrette streg symboliserer division, og der i den lodrette streg står et gangetegn (billeder) og 
dels som en følge af, at begge piger er flittige elever, som læser og løser de opgaver, de bliver stillet, og at 
processerne med at anvende de enkelte formler i kemi bliver gentaget adskillige gange. Derudover er det 
håndgribelige ting med enheder, der regnes på. Man kan se en mængde stof, måle et volumen og fornem-
me/vurdere hvad koncentration er.   
Vibeke Berg viste eksempler på andre formler, som anvendes i forbindelse med kemi. Fælles for alle form-
lerne er, at de anvendes gentagne gange, og at der i kemibøgerne findes opgaveeksempler, hvoraf om-
skrivning af formlerne er vist.   
Kemifaget er til forskelligt fra matematikfaget på den måde, at der kan gennemføres kontrollerede forsøg, 
hvor bl.a. formlerne eftervises. Kemi indeholder håndgribelige ”ting” modsat matematikken, som indehol-
der ikke-rørbare elementer i form af symboler og tal (Duval, 2006) og (Tall & Vinner, 1981). 
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Konklusion 
Vi ønskede at undersøge hvilke snublesten elever kan have indenfor ligningsløsning, og hvordan disse kan 
afhjælpes. Vi har i dette miniprojekt gennemgået et forløb, hvor vi identificerede to elever, Frederikke og 
Helle, i forhold til problemer omkring ligningsløsning. I den efterfølgende diagnosticering fandt vi, at de 
begge havde snublesten, som kom til udtryk omkring ligningsløsning; Frederikkes generelle matematikfor-
ståelse omkring aritmetik og algebra var ikke på plads (symbol- og formalismekompetencen), ligesom det 
viste sig, at en stor del af Frederikkes forståelse omkring ligningsløsning var instrumentel (Skemp, 1976). 
Helle viste sig ikke at have et korrekt begrebsbillede omkring ligningsløsning (Tall & Vinner, 1981) Hun løste 
ligninger ved at gætte sig frem en løsning. Derudover manglede hun tydelig ligevægtsforståelse for ligheds-
tegnet ved ligningsløsning, hvilket er en del af symbol- og formalismekompetencen (Niss & Jensen, 2002).  
Vi ønskede at lave et interventionsforløb, hvor vi styrkede elevernes forståelse for lighedstegnet ved lig-
ningsløsning. Til det har anvendt balancemodellen (Filloy & Rojano, 1989) og (Vlassis, 2002), til at styrke 
elevernes opfattelse af ligevægtsprincippet i ligninger. Eleverne skulle løse ligninger ved brug af vægtstan-
gen, hvor vi havde placeret de kendte og ukendte værdier i vægtskålene. Eleverne reducerede ligningerne 
ved at gøre det samme på begge sider af vægtstangen (= lighedstegnet), og de så helt tydeligt uligevægten, 
hvis de gjorde noget ”ulovligt”. Efterfølgende arbejdede eleverne med løsning af de klassiske algebraiske 
ligninger, hvor Frederikke havde brug for at tænke tilbage til vægtstangsprincippet, mens Helle løste lignin-
gerne uden problemer. Heraf kan vi konkludere, at modellens anvendelse har været gavnlig for begge ele-
ver. Frederikke havde ikke vist decideret problemer med at forstå ligevægtsprincippet inden interventionen 
med vægtstangsprincippet. Alligevel blev hun styrket af interventionen. Vi tror, at det, at Frederikke nu 
havde fået dannet indre billeder af ligningsløsning, hjalp hende med at danne billeder at nye ligninger, 
hvorved hun blev styrket i forståelsen af, at der skal gøres det samme på begge sider af lighedstegnet, og 
hvordan dette rent faktisk gøres. 
Vi har i et interventionsforløb anvendt tekstopgaver for at finde ud af, om eleverne er i stand til at gå fra ét 
register til ét andet (Duval, 2006) hhv. repræsentationskompetencen (Niss & Jensen, 2002). Formålet var at 
undersøge, om brug af et andet register (tekstformulerede opgaver, frem for klassiske ligninger) kunne 
gavne deres forståelse for ligningsbegrebet. Vi observerede her, at denne opgavetype hjalp Frederikke, 
mens det modsatte var tilfældet for Helle, der blev mere forvirret af opgavetypen. 
Efter arbejdet med de to elever, er vi kommet frem til, at især Frederikke har flere andre snublesten end 
blot ligningsløsning. Frederikke har tydelige mangler i sin forståelse omkring og brugen af simpel algebra og 
aritmetik, hvilket er en hæmsko ved almindelig opgaveløsning. Når Frederikke skal gøre brug af matematik i 
andre fag – f.eks. kemi – kommer disse manglende forståelser ikke til udtryk. Dette, mener vi, kan skyldes, 
at Frederikke her kan trække på sin evne til at mønstergenkende og reproducere løsninger af tilsvarende 
opgaver, ligesom vi tror, at virkelighedsnære opgaver, hvor indgående talværdier har enheder, er lettere 
for Frederikke at forstå. 
Vi mener, at de to intervenerede elever har haft positiv gavn af forløbet. Vi har selv observeret dette i for-
bindelse med almindelig undervisning, hvor de begge har fået en mere aktiv tilgang til undervisningen og 
især opgaveløsning. 
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Appendiks 1: Gennemgang af ikke-anvendt litteratur 
I dette appendiks bliver kernestoflitteratur, der ikke er gennemgået i selve rapporten, gennemgået. 
Images and definitions for the concept of function, Dreyfus & Vinner (1989) 
Begrebsbilleder og begrebsdefinitioner af funktioner 
Et studie af 271 universitetsstuderende og 36 gymnasielæreres begrebsbilleder og begrebsdefinitioner 
vedr. funktioner. Svarene blev studeret for 6 grupper, der var opdelt som: Lavt niveau - mellem niveau - 
højt niveau - matematisk niveau - matematiklærere.  
Funktionsbegrebet har både et stærkt grafisk og et stærkt ikke-grafisk aspekt. 
Dirichlet-Bourbaki definition af funktioner: en sammenhæng imellem to ikke tomme mængder, som til 
hvert element i definitions definerer præcist ét element i værdimængden. 
Svarene gav anledning til følgende:  
Studerende forbinder ofte begrebsdefinitionen af funktioner med Dirichlet-Bourbaki-formuleringen, mens 
de har et billede af funktionen som en formel, som de anvender i forbindelse med løsning af opgaver.  
I forbindelse med undersøgelsen blev gruppen bedt om at forklare, hvad en funktion er (spørgsmål 7). Pro-
centdelen at de, som gav Dirichlet-Bourbaki definitionen faldt med faldende matematisk niveau. 
Spørgsmål 1-6 var stillet således, at svar på disse skulle afklare deltagernes begrebsbilleder i forbindelse 
med funktioner. Der var tegnet grafer samt stillet konkrete spørgsmål som f.eks.: ”eksisterer der en funkti-
on, hvor alle funktionsværdier er ens?” (Dreyfus & Vinner, 1989, s. 359) 
Man opgjorde, hvor mange af de, som svarede rigtig i spørgsmål 7 (Dirichlet-Bourbaki definition af funktio-
ner), som ikke brugte denne i forbindelse med svar på spørgsmål 1-6. Resultatet heraf ledte frem til, at man 
ofte oplever ikke sammenhængende opførsel i forbindelse med matematisk læring. 
Konklusionen heraf var, at det formentlig er mere relevant at undervise i specielle funktionstyper ved at 
gennemføre eksempler, som giver de studerende erfaringer med disse, end det er at blive ved med at gen-
tage Dirichlet-Bourbaki-formuleringen, da denne var kendt for en stor del, som dog ikke kunne bringe den i 
anvendelse. 
Undersøgelses viste end videre, at studerende med matematik på højeste niveau var bedst til at anvende 
deres matematiske kundskaber sammenhængende og reflekterende, altså her til at bruge Dirichlet-
Bourbaki-formuleringen i forbindelse med spørgsmål 1-6. 
Afsluttende konkluderer forfatterne, at et matematisk begreb ikke kan læres i ét step. Studerende skal 
igennem forskellige kognitive systemer, som ind imellem konflikter med hinanden, før et matematisk be-
greb er tilegnet. 
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Concept image and concept definition in mathematics…, Tall & Vinner (1981) 
Begrebsbilleder og begrebsdefinitioner 
Folk har dannet sig personlige begrebsbilleder ud fra hvad de har oplevet/været igennem/erfaring. Disse 
mentale billeder er ikke nødvendigvis en korrekt og entydig fremstilling af begrebernes egentlige definitio-
ner. For den enkelte person, kan et begreb godt bestå af modsatte eller konfliktende begrebsbilleder, så 
længe at personen kun fremkalder sig et enkelt billede ad gangen. Men hvis personen får fremkaldt flere af 
disse konfliktende begrebsbilleder, så vil der opstå en egentlig kognitiv konflikt (Tall & Vinner, 1981).  
Begrebsbilledet er personligt og dynamisk, og udvikles over tid i forhold til oplevelser og erfaringer. 
En begrebsdefinition er en konkret beskrivelse af et givent begreb. Definitionen redegør for, under hvilke 
forudsætninger et begreb kan og må bruges (spillereglerne herfor). 
Ud over en egentlig kognitiv konflikt, kan man have en potentiel konflikt. Dette sker hvis man står overfor 
at ens begrebsbillede ikke passer med begrebsdefinitionen. Dette er mere alvorlig end når man har konflik-
tende begrebsbilleder, da den potentielle konflikt ikke fører til en egentlig kognitiv konflikt; den fører i ste-
det til, at personen antager, at dennes opfattelse af begrebet er korrekt, og fuldt forstået og brugbart. Først 
når personen har fået dannet et begrebsbillede af det begrebsdefinitionen siger, kan der opstå en kognitiv 
konflikt, da der dermed vil være modstridende begrebsbilleder. 
 
Teaching mathematical concepts:.., Mitchelmore & White (2004) 
Artiklen handler om undervisningsstrategier i forhold til matematikundervisningen. Da matematik er ab-
strakt, og består af abstrakte termer og begreber (kaldes i artiklen for ”concepts” (Mitchelmore & White, 
2004)), skal forståelsen for matematik bygges på et fundament af abstraktioner, som eleven allerede har et 
”mentalt” forhold til. 
Processen der mentalt foregår hos en elev der lærer et nyt begreb, kaldes for empirical abstraction – altså 
en proces der bygger på hvad eleven allerede har gjort sig erfaringer med, og har et mentalt forhold til. Det 
er i denne proces, at eleven kæder ligheder omkring det nye begreb sammen, og får det reificeret til et 
mentalt objekt (reification er den sidste af de tre steps som (Sfard, 1991) beskriver i forhold til at få en 
mental forståelse for en given ting). Det vil dermed sige, at for at en elev kan forholde sig til et nyt (mate-
matisk) begreb, så skal det bygges op på et erfaringsgrundlag, der sandsynligvis har udspring i fysiske objek-
ter eller oplevelser. 
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The concept of irrational numbers in high-school…, Fischbein & Cohen (1995) 
Begrebet irrationale tal hos gymnasieelever og kommende lærere 
NCEPT OF IRRATIONAL NUMBERS IN HIGH-SCHOOL 
STUDENTS AND PROSPECTIVE TEACHERS” 
Historisk og psykologisk har det været antaget, at problemer med at forstå begrebet irrationale tal skyldes 
to ting: 
a) Det svære ved at acceptere, at to størrelser, f.eks. linjer, ikke er helt identiske 
b) Det svære ved at acceptere, at sættet af rationale tal, som er meget vidtrækkende, ikke dækker alle 
punkter i et interval. 
Man har lavet undersøgelse af studerende i 9. og 10. klasser samt kommende lærere, som imidlertid ikke 
kunne bekræfte ovenstående hypoteser. Mange studerende var uvidende om talbegreberne, og kun en lille 
del havde intuitive forestillinger om begreberne.  Det forudsætter en særlig intellektuel udvikling at forstå 
begreberne. 
En del matematik har fået teknisk karakter, og idéen med matematik som en sammenhængende strukture-
ret viden går derved tabt. Læreplanerne har en del af skylden heri. 
Man kan ikke passere fra de rationale tal til de reelle tal uden at beskrive de irrationale tal (altså hvad der 
udvider ligger imellem de to begreber). 
Den fuldstændige beskrivelse af de irrationale tal blev først gennemført i det 19. århundrede, hvilket hen-
leder til en tanke om, at det rent intuitivt er svært at forstå begrebet. 
Med undersøgelsen ønskede man at finde ud af 
1) Om de intuitive vanskeligheder i forbindelse med forståelsen af de irrationale tal i dag er det sam-
me som fandtes i den historiske matematik (det svære ved intuitivt at forstå, at der i det samme in-
terval er to uendelige mængder af forskellige taltyper - hhv. rationale tal og irrationale tal). 
2) Hvordan alder og matematisk baggrund har indflydelse på forståelsen at de rationale tal. 
Ved undersøgelsen blev der stillet spørgsmål om, hvorvidt forskellige tal, herunder bl.a. 
                     var hhv. et tal, et helt tal, er rationalt tal, et irrationalt og/ eller et reelt tal. Sva-
rene på undersøgelsen viste, at en stor del af eleverne i 9. og 10. klasse ikke kunne skelne talbegreberne - 
tallet 34,2727… blev sågar betragtet som både rationelt og irrationelt af en stor del af eleverne  (Fischbein, 
Jehiam, & Cohen, 1995, s. 35) 
I forbindelse med undersøgelsen blev de studerende bedt om at definere irrationale tal. Her var det hyp-
pigste forkerte svar, at et tal med uendeligt mange decimaler er irrationelt - de studerende havde overset 
periodiske decimaltal. De studerende blev endvidere bedt om at definere de reelle tal. Her blev svar om, at 
et reelt tal enten er et rationalt eller irrationalt tal accepteret som korrekt. Kun 7 % i 9. klasse og 16 % i 10. 
klasse svarede rigtigt hertil. Konklusionen af resultaterne om formulering af begrebsdefinitionerne var, at 
enten forstår man hele ”konceptet” samlet, eller også forstås det ikke. 
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Der blev stillet en del spørgsmål, hvor svarene indikerede, at der var mange studerende, som var forvirrede 
om begreberne og havde forskellige idéer til sammenhængen imellem disse. F.eks. havde en elev svaret 
”For hvert rationalt tal er der 9 irrationale tal” (Fischbein, Jehiam, & Cohen, 1995, s. 38). 
Undersøgelsen viste overraskende, at de studerende ikke, som antaget hypotetisk, havde intuitive proble-
mer med at forstå begreberne, herunder at der i et interval er en uendelig mængde af hhv. rationale tal og 
irrationale tal, samt at eleverne ikke havde problemer med intuitivt at forstå inkommensurabilitetsbegre-
bet. Det ”forstyrrede” ikke eleverne mentalt, selvom de ikke forstod begreberne logisk matematisk. 
Forfatterne anbefaler, at der bør undervises systematisk i begreberne naturlige, rationelle, irrationelle og 
reelle tal, samt eleverne skal bringes til at forstå begreberne både intuitivt og logisk matematisk. Uden det-
te risikerer man, at matematik bliver teknisk viden med definitioner og løse procedurer - og uden den intui-
tive baggrund risikerer matematikken at fremstå som et simpelt skelet. 
 
Irrational numbers: the gap…, Sirotic & Zazkis (2007) 
Irrationale tal: Gabet imellem formel og intuitiv viden 
Rapporten fokuserer på sekundære matematiklæreres forstående at irrationale tal, hvor tre spørgsmål 
behandles: 
a) Omfang og tæthed 
b) Rationale og irrationale tal på tallinjen for reelle tal 
c) Operationer med elementer i de to talsæt 
Undersøgelsen viser, at der er uoverensstemmelser imellem deltagernes intuitioner og deres formelle og 
algoritmiske viden. 
Formålet med undersøgelsen var at redegøre for deltagernes forståelser og misforståelser af irrationale tal 
og undersøge, hvordan misforståelsen er opstået. Undersøgelsen var uden hypoteser, deltagerne blev stil-
let opgaver, og der blev draget konklusioner ud fra svar på opgaverne. 
Dimensioner af viden 
Matematisk viden opdeles i elementer (Tirosh et al.(1998)) (p.51-52): 
 Algoritmisk viden (proceduremæssig, viden om regler og forskrifter) 
 Formel viden (definitioner af begreber og strukturer, sætninger og beviser) 
 Intuitiv viden (intuitioner, ideer og overbevisninger, mentale modeller, selvindlysende) 
De tre typer viden overlapper hinanden og skal samarbejde. 
Mennesker har en tendens til at tilpasse deres algoritmiske og formelle viden til deres tro. F.eks. at division 
altid giver et mindre resultat end det tal, som deles. 
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Metode 
Deltagerne fik stillet en del spørgsmål vedrørende rationale og irrationale tal og hvad der sker ved kombi-
nationer / beregninger. I forbindelse med deltagernes svar søgte man at opklare, om deltagerne havde 
tilstrækkelige intuitive modeller, som kunne rumme dokumentation for det, de kom frem til (man bad dem 
forklare). 
Et af spørgsmålene lød, om der findes flest rationale tal eller flest irrationale tal. 
Resultater og analyse 
I forbindelse med analysen omkring forekomsten af rationale og irrationale tal konstaterede man forskelli-
ge uoverensstemmelser imellem intuitiv viden og algoritmisk og formel viden, som ofte var misforståelser, 
kognitive eller erkendelsesteoretiske forhindringer (Sirotic & Zazkis, 2007, s. 55). 
En deltager (Ted,  p. 57) mente intuitivt, at der var flest irrationale  tal, da disse indeholder uendeligt mange 
decimaler (f.eks.   har en million kendte cifre), det gør udregnede brøker ikke.  Teds svar var korrekt. 
En anden deltager mente, at der var uendeligt mange både rationale tal og irrationale tal. Derfor var der 
lige mange af hver, fordi uendelig = uendelig (forkert svar) (Sirotic & Zazkis, 2007, s. 60). 
Deltagerne arbejdede med placering af dels rationale tal og dels irrationale tal på en tallinje. Her sås ek-
sempler på intuitive forklaringer, hvor begrundelserne var i overensstemmelse med den formelle dimensi-
on af viden, men også hvor begrundelserne var uforenelige med den formelle dimension af viden. Disse 
forkerte intuitioner foreslås begrundet i den ikke -intuitive størrelse uendelig (Sirotic & Zazkis, 2007, s. 67). 
Konklusion 
Resultaterne af undersøgelserne viser, at underudviklede intuitioner ofte kan relateres til svagheder i for-
mel viden og mangel på algoritmisk oplevelse. Underviseres viden om og korrekte forklaringer vedr. ratio-
nale og irrationale tal er væsentlig i forhold til at give eleverne pædagogisk korrekte svar, som er en forud-
sætning for deres forståelse. 
 
Students’ understanding of…, Markovich & Sowder (1991) 
Studerendes forståelse af forholdet imellem brøker og decimaltal 
Interviews med elever i 6. klasse afslørede, at der var adskillige misforståelser iblandt eleverne i forbindelse 
med forståelsen af brøker og decimaltal. 
Graden af elevernes forståelser blev opdelt i tre niveauer: 
1) Overfladisk forståelse af at der er en sammenhæng imellem brøker og decimaltal, og at disse kan 
optræde samme, f.eks.         - uden at eleverne selv kan arbejde foretage summationen. 
2) Forståelse af, at det er tilladt at transformere imellem     og     og tilbage igen. 
3) Fuld forståelse af sammenhængen, hvor eleverne f.eks. for at udregne en tilnærmet værdi for 
         bruger 1/2 fremfor 0,5 
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Eleverne blev udsat for nogle tests (spørgsmål), hvor de dels skulle besvare spørgsmål, som havde samme 
karakter, før og efter en kort introduktion af emnerne. 
Eleverne blev bedt om at begrunde deres svar, og det viste sig, at de ofte svarede rigtigt og havde en forkla-
ring, som dog ikke var fyldestgørende.  
Et eksempel på spørgsmål og svar er (Markovits & Sowder, 1991, s. 8): 
” I: Er der nogle decimaltal imellem 0,46 og 0,47? 
R: Ja, 0,461 
I:  Kan du give et andet eksempel? 
R: 0,463 
I: Er der nogle brøker imellem 0,46 og 0,47? 
R: Nej, fordi brøker er en helt anden ting. Disse kan ikke kombineres med hinanden” 
Ovenstående er et eksempel på forståelsesniveau 1) 
I en anden situation blev eleverne bedt om at farve hhv. ½ af 12 æbler og 0,5 af 12 æbler. 
En elev kunne farve ½ af 12 stk. Gjorde dette korrekt ved at farve 6 stk. 
Samme elev kunne ikke farve 0,5 af 12 stk., fordi at 0,5 = 5/10 og der var jo ikke 10 men 12. (Markovits & 
Sowder, 1991, s. 9) - Decimaltal blev læst som tiendedele, hvilket ansås som en kognitiv hindring for at løse 
opgaven (Markovits & Sowder, 1991, s. 10) 
Konklusionen på undersøgelsen var, at 6. klasses elever har meget svært ved at se sammenhængen imellem 
brøker og decimaltal. Man kan ikke undervise separat i de to dele (brøker og decimaltal) og forvente, at 
eleverne kan se sammenhængen ud fra nogle få eksempler. Undersøgelsen viste, at eleverne havde glæde 
at de korte introduktioner de fik i forbindelse med undersøgelsen, og det konkluderes derfor, at det er 
nødvendigt med mere klasseundervisning med fokus på sammenhængen. 
 
Limits, Cornu (1991) 
Med udgangspunkt i viden omkring begrebsbilleder og begrebsdefinitioner (Tall & Vinner, Concept Image 
and Concept Definition in Mathematics with Particular Reference to Limits and Continuity, 1981), beskriver 
(Cornu, 1991) hvordan elevers begrebsbilleder forhindrer dem i helt at forstå begrebsdefinitionen for 
”grænseværdier”. Elever kommer med en forforståelse for de ord, der anvendes i matematikken omkring 
grænseværdier. Det er for eksempel begrebsbilleder og forforståelse for ord som ”går imod”, der opfattes 
som: 
 At nærme sig, for til sidst at holde sig væk 
 At nærme sig, uden at nå det 
 At nærme sig, og lige akkurat nå det 
 To resemble (without any variation, such as this blue tends towards violet) 
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Elever får forskellige begrebsbilleder og forståelser for ordene, og deres betydning, og disse billeder kan 
holde ved i lang tid (mange år), lige indtil de bliver udfordret (f.eks. via en kognitiv konflikt). 
Forfatteren beskriver fire forskellige historiske situationer hvor forståelsen for grænseværdi har forsinket 
udviklingen af matematikken.  
Det foreslås, at man som følge af elevernes forforståelse og begrebsbilleder, forud for undervisning i emnet 
grænseværdier, gennem en række øvelser og opgaver, får givet eleverne fokus på deres egne begrebsbille-
der af emnet. Ved at være bekendt med deres egne opfattelser forud for den egentlige undervisning, vil 
eleverne lettere kunne bygge den rigtige forståelse for emnet op på deres egne fundamenter. 
I forbindelse med selve undervisningen i grænseværdier, er det vigtigt, at eleverne selv får mulighed for at 
løse opgaver, da det giver eleven mulighed for at opleve hvor brugbart et værktøj grænseværdier er. 
 
Limits of functions:…, Juter (2005) 
Med baggrund i begrebsbillederne defineret af (Tall & Vinner, Concept Image and Concept Definition in 
Mathematics with Particular Reference to Limits and Continuity, 1981) har forfatteren til denne artikel un-
dersøgt hvordan universitetsstuderendes begrebsbilleder begrænset deres forståelse for emnet grænse-
værdier (engelsk: Limits).  
Begrebsbillederne er individuelle, og baseret på hvad den enkelte person har oplevet og har erfaring med 
(Tall & Vinner, Concept Image and Concept Definition in Mathematics with Particular Reference to Limits 
and Continuity, 1981). Billederne er mentale, og kan derfor ikke ses med det blotte øje. Derfor må man 
konstruere tests der kan vise hvilke begrebsbilleder man har (Juter, 2005). Studerende der er meget ihær-
dige, får dannet mere komplekse begrebsbilleder, end de studerende der ikke er så grundige. 
Et af de parametre der kan give forkerte begrebsbilleder, er talesproget. Hvert land har sine synonymer i 
sproget, og disse kan let give den studerende et begrebsbillede der ikke er dækkende eller korrekt. Som 
eksempel herpå nævner forfatteren, at hun har udført tests hos svensktalende studerende. Det svenske ord 
for ”limit” er grænse, hvilket er synonym med det engelske ord ”border”. De studerende ser dermed at en 
”limit” må være som en landegrænse; noget der ikke må/bør krydses. Derfor bør man indenfor matematik-
ken få udviklet det matematiske sprog så godt, at man kan adskille det fra det normale hverdagssprog 
(Juter, 2005). 
 
The transition to advanced mathematical thinking, Tall (1992) 
Artiklen har fokus på, at når elever skal lære matematiske begreber, så skal underviseren være opmærksom 
på, hvad eleverne får at vide (Tall, 1992, s. 496). Det skyldes, at elevers begrebsdefinitioner defineres ud fra 
deres begrebsbilleder (Tall & Vinner, 1981, s. 152). Hvis elever præsenteres for modstridende information, 
bliver de forvirrede. Det kan for eksempel være, hvis man som underviser, kommer til at kalde         
for cirklens funktion (Tall, 1992, s. 496). Dette (burde) stride imod elevernes funktionsbegrebsforståelse, 
idet der for en funktion gælder, at for en given x-værdi kun findes én funktionsværdi. 
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Tall beskriver i artiklen også en metode til læring af matematikbegreber (Tall, 1992, s. 497): I stedet for at 
læringsmæssigt at gå frem efter en normal matematisk progression (han kalder det for mathematical foun-
dation), så bør man opbygge progressionen i undervisningen efter en kognitiv rod (cognitive root). På den-
ne måde sikres, at begrebet hele tiden er kognitivt ”spisebart”, uden at man får begrænset det matemati-
ske begreb for eleverne. Hvis begreberne begrænses for eleverne, bliver det svært sidenhen at få begræns-
ningerne ophævet og udvidet. Men som Tall beskriver, så kræver det både et godt kendskab til elevernes 
evner på et givent klasseniveau, men også at have tilstrækkelig matematisk viden, så man kan overskue en 
langsigtet plan for begrebsudviklingen. 
I artiklen er der fokus på funktioner, grænseværdier, uendelighed og matematiske beviser, i forhold til un-
dervisning af disse emner. 
 
A theoretical framework for analyzing…, Zandieh (2000) 
Artiklen beskæftiger sig med at opbygge et frame-work som kan anvendes i forhold til undervisning af ele-
ver i emnet ”afledede” (derivatives). Grundlaget for frame-worket er især baseret på (Tall & Vinner, 1981) 
og deres beskrivelse af begrebsbilleder og begrebsdefinitioner. Men også artiklen af (Sfard, 1991) er en af 
grundstenene i denne artikel. 
Formålet er, at lave en opdeling af emnet afledede, som kan undervises til, og forstås af elever i en række-
følge, således eleverne til sidst får den fulde forståelse (dette niveau kaldet reificeret (Sfard, 1991)). 
Zandieh opdeler emnet afledede i tre lag; forhold (ratio), grænseværdi (limit) og selve funktionen (Zandieh, 
2000, s. 107). Grundlaget for at lave en lagopdeling kommer fra Anna Sfard hvor man bygger begreber 
ovenpå hinanden. Det første lag, forhold, giver eleverne begrebet omkring et givet forhold imellem f.eks. to 
forskelle (to -værdier), to længder eller en distance over tid. Se nedenfor. 
          
    
 
Når eleverne har forstået dette (eller med Anna Sfard’s ord, at begrebet er blevet reifieceret af eleverne 
(Sfard, 1991)), bruges forholdet (eller hældningsværdien som det jo er), til næste lag. Dette lag er selve 
grænseværdibegrebet, hvori eleverne oplever, at når grænseværdien bruges på det opskrevne forhold, så 
opnås altid det samme forhold (se nedenfor).  
          
   
          
    
 
Det tredje lag er selve den afledede funktion, der er processen hvor man kan bruge uendelige mange input-
værdier (x-værdier) i funktionen, og få ligeså mange outputværdier (f(x)-værdier). 
 De tre lag kan visualiseres gennem: 
1. Sekant  
2. Sekant  tangent 
3. Lave et stort antal punkter på den oprindelige graf, og så finde tangent via 1 og 2. 
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De tre lag beskrives som process-object par, hvor man kan se det som en dynamisk process såvel som et 
statisk objekt (Zandieh, 2000, s. 107). 
Hvis en elev ikke har opnået forståelsen af et givent lag som en egentligt objekt (objektforståelseniveau), så 
kan eleven godt fortsætte med det efterfølgende lag alene med en pseudo-objektforståelse. Det betyder 
blot, at i stedet for at have den indgående forståelse for det foregående lag, så er konceptet dog forstået, 
og derved kan der bygges videre på forståelsen. Pseudo-objektforståelsen er dermed mere en intuitiv for-
ståelse, end en egentlig dybdegående forståelse. 
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Appendiks 2: Detektionstest 
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Appendiks 3: Udvalgte spørgsmål fra detektionstesten  
 
Opgaver fra detektionstest 1 – Ligninger 
Opgave 4 
Er 3a = a3?  
Ja:_ Nej:_ Kan ikke svare:_ 
 
Opgave 17 
Findes der nogen værdier af a, således at a
 2
 = 2a?  
 
Ja:_ Nej:_ Kan ikke svare:_ 
 
 
Opgave 18 
Findes der nogen værdier af b, således at 4b = 4 + b?  
 
Ja:_ Nej:_ Kan ikke svare:_ 
 
Opgave 19 
Om tallene k og s ved vi, at 
 
 
    . Isolér k: 
 
 
 
 
 
Opgave 20 
Hvad er løsningen/løsningerne til ligningen 3x − x = 2x? 
 
Opgave 21 
Hvad kan du sige om de to tal c og d når: 7c + 22 = 109 og 7d + 22 = 109? 
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Opgave 22 
Hvad kan du med ord sige om sammenhængen mellem x og y når y = x + 5? 
 
 
Opgave 25 
Er x = 0 en løsning til ligningen 3x−x = 2x?  
 
Ja:_ Nej:_ Kan ikke svare:_ 
 
 
Opgave 31 
Hvis P er antal professorer og S er antal studerende, hvad udtrykker 
følgende ligning da om sammenhængen mellem antallet af professorer 
og antallet af studerende: 6 · P = S? 
 
 
 
Opgave 33a 
Løs ligningen: x = 1. 
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Opgave 33b 
Løs ligningen: (x − 3)(x − 5) = 0. 
 
Opgave 34 
Bestem n når: 4 + n − 2 + 5 = 11 + 3 + 5. 
 
 
Opgave 35a 
Løs ligningen: 3x + 20 = x + 64. 
 
 
Opgave 35b 
Løs ligningen: 7x − 3 = 13x + 15. 
 
 
 
Opgave 35c 
Er x = 10 en løsning til ligningen: 7x − 3 = 13x + 15? 
 
 
Opgave 36a 
Løs ligningen: −6x = 24. 
 
 
Opgave 36b 
Løs ligningen: 6x = 24. 
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Opgave 37 
For hvilke x gælder: 38x + 72 = 38x? 
 
Opgave 53 
Er 
   
   
 
 
 
   ?  
 
Ja:_ Nej:_ Kan ikke svare:_ 
 
 
Opgave 55 
Er 
   
   
 
 
 
 ?  
 
Ja:_ Nej:_ Kan ikke svare:_ 
 
 
Opgave 56 
Er 
   
   
 
 
 
 ?  
 
Ja:_ Nej:_ Kan ikke svare:_ 
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Appendiks 4: Diagnosticeringsopgaver 
1. En spand skal fyldes med 3 liter vand. 
Vandhanen giver 0,3 liter/min 
Hvor lang tid tager det, før spanden er fyldt? 
 
 
1. Løs ligningen:  
         
 
 
2. Løs ligningen: 
         
 
 
3. Beregn: 
          
 
 
4. Løs ligningen: 
             
 
 
5. Reducer mest muligt: 
        = 
 
 
6. Reducer mest muligt:  
            = 
 
 
7. Bestem x når: 
         
 
 
8. Vandmængde i spand = 0,25   minutter 
Hvor mange minutter går der før der er 8 i spanden?  
 
 
9.           
Bestem x, hvor        
 
 
10. Hvad viser:             ? 
Snublesten ved ligningsløsning 
1. semester 
Side 85 
 
11. Beregn den ukendte længde i nedenstående retvinklede trekant:  
 
 
 
 
12. Bestem a i nedenstående retvinklede trekant: 
 
                  
 
 
13. Bestem k når: 
         
 
 
 
14. Løs ligningen 
           
 
 
 
15. Løs ligningen: 
             
 
 
 
 
16. Løs ligningen: 
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17. Løs ligningen: 
          
 
 
 
18. Beregn den ukendte vinkel, når:  
       og       
 
 
 
19. Et mobilabonnement er opbygget som følger: 
Fast abonnement pr. mdr: 50kr 
Pris pr. sms: 0,50kr 
Samtale pris pr. minut: 1kr 
 
Hvor mange sms’er kan man sende, hvis man  
taler i 200 minutter og har 450kr. pr. måned? 
 
 
 
 
20.             og            
 
Hvad får man ud af at sætte:            ? 
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Appendiks 5: Udvalgte elevers diagnosticering 2 
Diagnosticering 2, Frederikke 
 
Opgave Frederikke Kommentar 
1. En spand skal fyldes  med 3 liter 
vand. 
Vandhanen giver 0,3 liter/min 
Hvor lang tid tager det, før span-
den er fyldt? 
 
Forsøger at beregne hvor lang 
tid det tager at fylde 1 liter i 
spanden, men opgiver 
 
 
1. Løs ligningen:  
         
 
 
 
 
 
Løser den i hovedet: 
”så skal det vel give 24” 
 
6 
 
2. Løs ligningen: 
               
 
”man skal isolere x” 
Forsøger at dividere med 2x, 
men det bliver noget rod 
 
    
  
 
  
  
   
Opgiver 
 
Kludrer rundt i det, fordi at x ikke 
kan isoleres 
 
3. Beregn: 
                  
 
Regner i første  omgang: 
                  
Har ikke styr på regningsarternes 
hierarki. 
 
4. Løs ligningen: 
                   
 
”så skal p’et rykkes sammen 
vel?” 
      
 
5. Reducer mest muligt: 
        = 
 
            Opgaven løses effter vejledning 
om, hvad reduktion går ud på.  
Aner ikke hvorfor /  hvad det kan 
anvendes til 
 
6. Reducer mest muligt:  
            = 
 
                Løser det som om at der er pa-
rentes omkring to første led og 
så alligevel med fejl 
               
 
7. Bestem x når: 
         
 
 
 
”2 minus 5 = 3. Dette trækkes fra 
13, dvs. x=10” 
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8. Vandmængde i spand = 0,25   
minutter 
Hvor mange minutter går der 
før der er 8 i spanden?  
 
En del snak, siger først 8 minut-
ter. Efter optegning af  
 
 
og snak om, hvad 0,25 er, svarer 
hun        
Frederikke er formodentlig i 
stand til at ”finde ligningen” i 
opgaven, men forståelsen af 
brøker/decimaltal driller 
9.           
Bestem x, hvor        
 
 
 
           
        
Indser ikke, at det her er x, som 
skal findes. Rutinemæssigt sæt-
tes den angivne talværdi ind på 
x’s plads 
10. Hvad viser:  
            ? 
 
 
”at den stiger i et koordinatsy-
stem” 
Kæder en funktion sammen med 
noget, som kan tegnes i et koor-
dinatsystem. Nævner ikke ordet 
linje, og tager  fejl af hældningen 
11. Beregn den ukendte længde i 
nedenstående retvinklede tre-
kant:  
 
 
 
 
 
”kunne det være cosinus og si-
nus? - der må være en enklere 
måde..” 
”kan man sige, at denne side er 
lig med denne side?” 
 
Lærer: ”Pythagoras” 
Frederikke skriver A, B og C ved 
trekantens hjørner og a, b og c 
på sider. Herefter: 
         
 
           
           
       
 
 
Frederikke løser ligningen med 
Pythagoras, måske er det lettere 
med noget konkret (her: trekan-
ten)  fremfor en ligning, som blot 
er givet uden en egentlig pro-
blemstilling.   
12. Bestem a i nedenstående ret-
vinklede trekant: 
 
                  
 
 
”Er det det samme? Nej så skal 
man til at isolere et eller andet” 
 
         
         
         
         
       
Frederikke indsætter fint størrel-
serne for b og c, som er  define-
ret/tildelt en værdi med ligheds-
tegn. 
 
Igen synes den konkrete pro-
blemstilling (figuren) at være en 
fordel for Frederikke 
13. Bestem k når: 
         
 
”skal man så bare plusse dem 
eller hvad?”  
6 
En lille smule usikkerhed, som 
kan skyldes, at k står på højre 
side af lighedstegnet 
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14. Løs ligningen 
           
 
Frederikke kan ikke selv komme i 
gang. 
Lærer:”hvordan kan man få x til 
kun at være på den ene side?” 
R:”Rykke det over.” 
R:”kan man godt sætte x’erne på 
den ene side bare, eller er det 
dumt?” 
           
           
           
        
 
Her siger Frederikke x=0 
(hun siger 4-4=0) Lærer 
siger forkert, hvorefter 
  
 
 
  
 
  
 
  
 
     
 
      
 
 
 
  
 
 
Lærer efter      : 
”kan du kontrollere facit?” 
R: ”ja ved at sætte -1 ind i lignin-
gen. Det gør hun rigtigt til kon-
trol.  
Vurdering: her forstår hun lig-
hedstegnet ifm. kontrol af løs-
ningen 
15. Løs ligningen: 
             
 
”jeg ville gerne have disse to tal 
over på den anden side” 
            
            
    
”kan man godt gøre det i så gro-
ve træk?” 
 
16. Løs ligningen: 
           
 
      
”nej det kan jeg ikke” 
 
Lærer: ”prøv at sætte nogle tal 
ind” 
Frederikke finder ud af, at alle tal 
gælder, og foreslår noget med  
- ∞ til∞ 
17. Løs ligningen: 
          
 
Starter med at ville dividere med 
x på begge sider, og så bliver det 
uløseligt. Frederikke opgiver 
 
18. Beregn den ukendte vinkel, når:  
       og       
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19. Et mobilabonnement er opbyg-
get som følger: 
Fast abonnement pr. mdr: 50kr 
Pris pr. sms: 0,50kr 
Samtale pris pr. minut: 1kr 
Hvor mange sms’er kan man 
sende, hvis man  
taler i 200 minutter og har 
450kr. pr. måned? 
 
”Har brugt 50kr og 200kr.  Så har 
jeg 200kr.  tilbage og kan sende 
400 sms’er ikke?” 
(regner det hele ud i hovedet) 
 
20 
            og   
           
 
Hvad får man ud af at sætte:   
 
f(x) = g(x) ? 
 
Ikke noget bud i første omgang.   
Lærer: ”kan man tegne dem?” 
Frederikke: ”Ja linjer. Så har man 
skæringspunktet” 
 
 
Efterfølgende intervention 
 
Frederikke har lettest ved at løse opgaver, hvor der er noget konkret, her trekanterne, cirklen og opgaven 
med mobiltelefonen. Hun synes, at ligninger er håbløse, siger hun, men når ligningerne er gemt i en tekst 
eller figur, opstiller hun dem selv og løser dem. 
Jeg forsøger at få Frederikke til at indse, at hun har opstillet og løst en ligning ifm. løsning at opgaven med 
mobiltelefonen ved at opskrive og forklare: 
  
                 
      
   
             
                   
                   
           
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Viser herefter to ens blokke, og vi bliver enige om, at de er ens, altså lig med hinanden 
Lægger en blyant ovenpå hver blok, og vi er igen enige om, at de to stakke er lig med hinanden 
Fjerner lige mange stykker papir fra hver blok, og vi er stadig enige om, at de to stakke er ens 
Halverer hver blok og siger, at jeg ville knække hver blyant midt over og beholde en ene halvdel ved hver 
stak. Vi er enige om, at det svarer til at dividere med to, og at de to stakke stadig vil være ens. 
Herefter uddybes løsningen af ligningen for før med tydeliggørelse af, at der gøres det samme på begge 
sider af lighedstegnet: 
 
                   
                                 
                   
           
   
    
 
     
    
  
       
 
Vi er herefter nødt til at have en god snak om brøker og decimaltal, fordi at Frederikke har svært ved at 
arbejde med brøker samt at dividere med 0,50.  
 
Frederikke bliver bedt om at forsøge at løse opgave 4 og opgave 7 igen, og det lykkes for hende en stor del 
af vejen, hvor hun gik således frem: 
 
Opgave 4: 
 
 
             
             
          
          
         
         Her går det galt, hvor hun ”rykker over på den anden side” i stedet for at gøre det samme 
                       på begge sider af lighedstegnet 
                  Også galt her, nu forveksles gange imellem 2 og p måske med plus? 
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Opgave 7: 
         
         
       
      
Her lykkes det, selvom hun ”rykker over” i stedet for at gøre det samme på begge sider af lighedstegnet 
 
For at styrke Frederikkes tro på, at principperne kan anvendes ved f.eks. brøker, som hun finder svært, lø-
ser vi efterfølgende ligning i fællesskab, hvor vi taler undervejs om, hvad der sker.  
 
   
    
 
   
                
       
   
          
           
        
         
       
  
 
 
  
 
  
  
  
 
 
 
 
  
 
Frederikke bliver forvirret af, at resultatet er en brøk.   Selvom det ikke er brøker, som vi her har fokus på, 
vælger jeg at tegne lagkager mv. og forklare om brøker, fordi at denne forvirring risikerer, at Frederikke står 
helt af. 
 
Diagnosticering 2, Helle 
 
Opgave Helle Kommentar 
1. En spand skal fyldes  med 3 
liter vand. 
Vandhanen giver 0,3 liter/min 
Hvor lang tid tager det, før 
spanden er fyldt? 
”Tror det tager 10 min,  ved ikke 
lige hvorfor. For at få   3 liter skal 
man gange det med 10” 
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1. Løs ligningen:  
         
 
 
 
 
 
24 
X=6 
 
2. Løs ligningen: 
               
 
”Det kan da ikke passe, kan det? 
Uanset hvilket tal man sætter 
ind, vil den være højere på   ven-
stre side” 
Vi taler om, at en ligning godt 
kan være uden en løsning, ogat 
man skriver L=Ø 
3. Beregn: 
                  
 
”så  skal vi gange først” 
15 
 
4. Løs ligningen: 
                   
 
”Kan simpelthed ikke finde ud af 
det, når der kommer bogstaver 
ind -  nåh ja, det er det samme 
som x ! Kan ikke finde ud af det, 
når der er bogstaver på begge 
sider” 
 
5. Reducer mest muligt: 
        = 
 
        = 
        =       
 
Ganger kun ind på første led i 
parentesen 
6. Reducer mest muligt:  
            = 
 
                 Ganger kun ind på første led i 
parentesen 
7. Bestem x når: 
         
 
”Det skal give 18, så det må være 
9”  
X=9 
Regner i hovedet 
8. Vandmængde i spand = 0,25   
minutter 
Hvor mange minutter går der 
før der er 8 i spanden?  
 
?  
9.           
Bestem x, hvor        
 
 
 
              Indser ikke, at det her er x, som 
skal findes. Rutinemæssigt sæt-
tes den angivne talværdi ind på 
x’s plads 
10. Hvad viser:  
            ? 
 
 
Funktion 
Kan tegnes i et koordinatsystem 
fx  en bue 
 
11. Beregn den ukendte længde i 
nedenstående retvinklede tre-
kant:  
 
”jeg tænker, man vil kunne bru-
ge Pythagoras” 
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12. Bestem a i nedenstående ret-
vinklede trekant: 
 
                  
 
 
”man kan tage den der til den 
retvinklede trekant” 
 
         
 
”så er det ved bare en helt al-
mindelig ligning” 
”jeg vil bare tage    over på den 
anden side, kan man det? ” 
Lærer: ”ja” 
 
         
         
 
 
 
13. Bestem k når: 
         
 
 
 
 
 
 
K=6 
 
”er det så bare 6? Det lyder for-
enklet, det var en snyde-en” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
14. Løs ligningen 
           
 
Helle: ”kan ikke, når det er på  to 
sider” 
Lærer:”hvad skal man ved en 
ligning?” 
Helle: ”få x til at stå alene” 
Lærer: ”prøv” 
 
          
          
Fejlen til sidst:   
Lærer: der skal ikke lægges 4 til, 
men derimod divideres med 4  
på begge sider af lighedstegnes. 
Helle forstår ikke hvorfor. 
(hun må ledes til at forstå, at 
hun rent faktisk dividerer med -4  
på den ene side af lighedstegnet   
og lægger 4 til på den anden 
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side) 
15. Løs ligningen: 
             
 
Lægger tallene på højre side 
sammen til 10  
”så skal det også give 10 på  den 
anden side”  
Prøver sig frem: p=8 
 
16. Løs ligningen: 
           
 
”det  er lige meget, hvad man 
sætter ind, for det er det samme 
på  begge sider” 
Lærer: skrives f.eks.     
 
17. Løs ligningen: 
          
 
”Det er 15, det skal give” 
X=5 
 
18. Beregn den ukendte vinkel, når:  
       og       
 
 
 
 
”360 grader i en hel  cirkel” 
 
140-360=220 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
19. Et mobilabonnement er opbyg-
get som følger: 
Fast abonnement pr. mdr: 50kr 
Pris pr. sms: 0,50kr 
Samtale pris pr. minut: 1kr 
Hvor mange sms’er kan man 
sende, hvis man  
taler i 200 minutter og har 
 
50kr så er der 400kr tilbage 
200minutter = 200kr 
Så må  der være 200 tilbage 
1kr = 2 sms’er 
200kr = 400 sms’er 
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450kr. pr. måned? 
 
20 
            og   
           
 
Hvad får man ud af at sætte:  
           ? 
 
”man kan finde skæringspunktet 
mellem to funktioner” 
 
 
Efterfølgende intervention 
 
Jeg forsøger at få Helle til at indse, at hun har opstillet og løst en ligning ifm. løsning at opgaven med mobil-
telefonen ved at opskrive og forklare: 
  
                   
                         
               
                        
           
   
    
 
     
    
  
       
 
Helle har svært ved at dividere med 0,50.   Det taler vi om, så det forstyrrer mindst muligt i vores opgaver. 
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Appendiks 6: Link til ReStudy videofilm 
 
ReStudy film som teori før intervention 
 
Talbehandling 
Brøker: 8:21 https://www.restudy.dk/video/play/id/1300/versionId/232 
Regneregler: 8:04 https://www.restudy.dk/video/play/id/1235 
 
Algebra 
Introduktion: 10:50 https://www.restudy.dk/video/play/id/1205 
Parenteser: 9:48 https://www.restudy.dk/video/play/id/1219 
Reduktion: 6:36 https://www.restudy.dk/video/play/id/1220 
 
Ligninger 
Ligninger, introduktion: 7:51 https://www.restudy.dk/video/play/id/1234/versionId/216 
Ligninger, lidt mere: 15:59 https://www.restudy.dk/video/play/id/181/versionId/27 
Ligninger, endnu mere:  13:11 https://www.restudy.dk/video/play/id/369/versionId/27 
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ReStudy film evaluering 
Navn:________________________________ 
Marker dit udbytte af hver film du har set, på de tilhørende skalaer (sæt et kryds eller lodret streg).  
Grøn = har fået rigtig meget ud af det (noget nyt er gået op for mig). 
Rød = har slet ikke fået noget ud af det (Kendte det hele i forvejen). 
 
Talbehandling 
Brøker: 
 
 
Regneregler: 
 
 
Algebra 
Introduktion: 
 
 Parenteser:  
 
Reduktion: 
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Ligninger 
Ligninger, introduktion:  
 
Ligninger, lidt mere:  
 
Ligninger, endnu mere:   
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Appendiks 7: Interventionsforløb 3 – Ligningsløsning 
 
Interventionsforløb 3, materiale 
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Interventionsforløb 3, Frederikke 
Intervention med Frederikke Afprøvning af / bemærk-
ninger 
       
           
     
  
 
 
 
 
 
         
 
Frederikke: ”Det kan jeg da ikke” 
 
Lærer opstiller ligevægt med vægtstangsprincip med røde og brune klodser.  
 
                                    = 
 
 
Der er ingen vægt, klodserne ligger i to bunker, og vi taler om ligevægt (fore-
stiller os vægtstangen). Lærer forklarer, at lighedstegnet betyder, at der er 
balance imellem de to sider. 
 
Lærer guider Frederikke til at fjerne én rød klods på hver side og indse, at 
ligevægten er bevaret. Herefter fjerner Frederikke selv flere røde klodser, så 
der er: 
 
 
 = 
 
 
Frederikke opskriver herefter selv det foretagne på ligningsform: 
 
 
 
 
Herefter er Frederikke i tvivl om, hvordan hun kommer videre. ”Jeg kan ikke 
finde ud af, om det er 
 
 
 eller 
 
 
 ” 
 
Lærer: ”Husk at der står gange imellem 3 og x. Hvad er det modsatte af at 
gange?” 
 
Frederikke: ”Dividere” 
 
Lærer viser herefter:  
 
Forklarer samtidigt, at 
  
 
      
 
Frederikke skriver:   
 
 
 
 
Ligningsløsning med kun x 
på den ene side 
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Frederikke: ”Kan det godt være et resultat?” 
 
Lærer: ”Ja - hvad tænker du på? Foretrækker du at skrive det som decimaltal, 
altså x=0,667?” 
Frederikke: ” Ja, men hvordan ved du, at det giver 0,667?” 
 
Lærer: ” Fordi at 2:3 = 0,667 med så mange 6-taller, man vælger at skrive, og 
med 7 til sidst pga. afrunding” 
Lærer forklarer, at hun har denne viden, fordi at hun har set det adskillige 
gange. Frederikke ved godt, at det kan beregnes med lommeregner, men har 
ingen idé om hvad der sker i lommeregneren.  
Lærer forklarer, at brøkstregen er en notationsform, som betyder det samme 
som divisionstegnet. Vælger at repetere for Frederikke, hvordan division fore-
tages uden brug af lommeregner, først med eksemplet: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Frederikke forstår eksemplet, og genkender hvordan hun tidligere har divide-
ret i folkeskolen. Herefter udregnes   
 
 
 :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     120,9090 
            11   1330,0000 
                   11 
                     23 
                     22 
                       10 
                         0 
                       100 
                         99 
                            10 
                              0 
                            100 
                              99 
                                1       osv. 
 
                    0,6666 
              3   2,0000 
                   0 
                   20 
                   18 
                      20 
                      18 
                        20 
                        18 
                          20 
                          18 
                            2         osv. 
 
Baggrunden for, at lære-
ren vælger at forklare 
Frederikke sammen-
hængen imellem brøker 
og decimaltal igennem 
division uden brug af 
lommeregner, er et øn-
ske om at få Frederikke 
til at indse sandheden 
og det logiske i sam-
menhængen.  
Hvis Frederikke blot var 
blevet bedt om at kon-
trollere med lommereg-
ner , at lærerens på-
stand 
 
 
       var 
rigtig, ville hun forment-
lig være overbevist om 
rigtigheden, men hun 
var ikke blevet klogere. 
Frederikke er fortvivlet 
over sin egen ”manglen-
de matematiske evner”. 
Vi brugte tid på at tale 
om, at de mange ”hul-
ler” Frederikke har i sit 
mentale  matematiske 
bibliotek gør det svært 
for hende at indse nye  
matematiske sammen-
hænge, men at det ikke 
har nogen sammen-
hæng med evner eller 
intelligens 
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Frederikke indser sammenhængen imellem brøker og decimaltal.  
 
Intervention med Frederikke Afprøvning af / bemærk-
ninger 
        
            
      
  
 
  
    
         
 
Frederikke er opgivende 
 
Lærer: ”brug samme principper for ligningsløsning, som du anvendte i oven-
for”  
 
Frederikke går herefter i gang:  
 
Frederikke: ”Man kan jo ikke dividere med et negativt tal” 
Lærer: ”Prøv på din lommeregner” 
 
Frederikke: 
 
 
I forbindelse med løsningen opstår der behov for at gennemgå principperne 
om, at: 
minus x minus = plus 
plus x plus = plus 
plus x minus = minus 
minus x plus = minus 
samt at disse principper tilsvarende gælder for division 
 
 
Kun x på den ene side med 
negativ løsning 
          
 
         
             
      
  
 
 
 =3 
 
Kun x på den ene side, men 
på højre side + tal der skal 
udregnes 
 
Frederikke løser ligningen 
selvstændigt uden hjælp 
    
       
 
 
 
 
 
Kun x på den ene side, hvor 
der er minus foran x 
 
Frederikke får umiddelbart 
øje på løsningen 
 
          
       
 
Kun x på den ene side med 
minus foran x, og løsningen 
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Her går Frederikke i stå. Lærer minder hende om, at minus gange minus giver 
plus, og hun fortsætter: 
 
 
Frederikke virkede ikke tilpas ved at gange med -1 på begge sider at ligheds-
tegnet. Lærer demonstrerede anden fremgangsmåde: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Lærer: ”Kan du kontrollere, at den fundne løsning er korrekt?” 
 
Frederikke indsætter:              
 
 
 
 
er negativ 
 
 
 
 
 
 
 
Baggrunden for at vise 
Frederikke den anden 
fremgangsmåde var dels at 
vise Frederikke, at der ofte 
er flere veje ifm. lignings-
løsning, hvoraf nogle kan 
virke lettere end andre, 
men ikke mindst at forskel-
lige fremgangs-måder fører 
til det samme, hvis princip-
pet om at gøre det samme 
på begge sider af ligheds-
tegnet overholdes. Det 
sidste for at styrke opfat-
telsen af lighedstegnet som 
en ligevægt. 
 
Baggrunden for at bede 
Frederikke om at kontrolle-
re løsningen er et ønske om 
at styrke Frederikkes tan-
kegang omkring hvad lig-
ningsløsning går ud på. 
 
              
        
              
         
       
    
           
 
Frederikke er opgivende, fordi at der står x på begge sider af lighedstegnet. 
 
Lærer: ”Begynd med at rydde op i én ting ad gangen - enten led med x eller 
tallene uden x” 
 
Frederikke går i gang: 
 
             ) 
 
 
Ligningsløsning med x på 
begge sider 
 
 
 
 
 
 
Her blev der igen brug for 
at gange med -1 på begge 
sider af lighedstegnet. Læ-
rer kom med et vink om at 
gøre det ligesom i den tidli-
gere opgave.   
Igen viste læreren, hvordan 
ligningen kunne løses uden 
at x blev negativ undervejs.  
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Ligning med x på begge 
sider med negativt x på den 
ene side 
 
Denne ligning løste Frede-
rikke selvstændigt uden 
hjælp, hun var dog udfor-
dret ved division med 9 (var 
i tvivl om, om der skulle 
divideres med 9 eller 1, 
men gjorde det rigtige) 
 
          
             
 
                   
             
           
           
      
 
Frederikke kan ikke umiddelbart konkludere noget ud af det, hun er kommet 
frem til. 
 
Lærer: ”Prøv at starte forfra med ligningen. Kig på den og forsøg at danne dig 
overblik.” 
 
Lærer viser: 
 
              
 
Frederikke: ”Er det ikke lige meget, om man ganger?” 
 
Frederikke får øje på, at der står det samme på begge sider af lighedstegnet, 
og at der derfor er uendeligt mange løsninger. 
 
 
 
 
Ligning hvor L=R 
                 
        
              
       
            
 
  
 
   
   
 
Frederikke: ”eller er det omvendt:  
   
 
      
Ligning med x på begge 
sider, hvor løsningen er 
negativ 
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Lærer bekræfter, at det sidste er korrekt 
             
       
           
      
       
   
 
 
  
 
 
          
 
Her stopper Frederikke igen og meddeler, at hun er i tvivl om, hvad der skal 
divideres med hvad. 
 
Lærer: ”Prøv  at se ligningen med tydeligt gange imellem 4 og x:” 
 
 
Det hjælper ikke Frederikke til selv at komme videre.  
 
Lærer: ”divider med 4 på  begge sider af lighedstegnet ved at tegne en brøk-
streg med 4 under således: 
 
 
Lærer forklarer, at brøken til venstre kan forkortes ved at fjerne 4 i tæller og 
nævner: 
 
   
 
 
  
 
    
  
 
 
 
 
Ligning med x på begge 
sider, hvor løsningen er 
negativ brøk 
           
                 
           
               
         
     
 
Lærer: ”Er du sikker på sidste skridt?” 
 
Frederikke: ”Nej, det giver     ”  
 
Lærer: ”Hvad betyder det - er det et sandt udtryk?” 
 
Frederikke: ”Nej” 
 
Lærer: ”Prøv at kigge på den oprindelige ligning. Der står 2x på begge sider af 
lighedstegnet. Vi skal finde en talværdi, som vi skal gange med 2. Dette tal 
skal dels tillægs 3, dels fratrækkes 4, og resultaterne skal være ens, kan dette 
lade sig gøre?” 
 
Frederikke: ”Nej” 
 
Ligning hvor L=ø 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
At Frederikke har lettest 
ved at indse, at der ikke 
eksisterer en løsning til 
ligningen ved at betragte 
selve ligningen styrker for-
modningen om, at Frede-
rikke har let ved at tænke 
logisk, men at det er mang-
len på matematiske rutiner 
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Vi taler om, at der ikke er en løsning til ligningen.  Dette ses lettest af selve 
ligningen.  At der ikke findes nogen løsning, kan også indses af det fremkom-
ne udtryk 7=0, som er falsk, men Frederikke har klart lettest ved at indse for-
klaringen til den oprindelige ligning 
 
 
 
og færdigheder, som er 
skyld i, at hun finder  ma-
tematik svært og har svært 
ved at lære nyt matematisk 
stof. 
     
      
 
 
          
  
 
 
 
 
 
  
 
 
 
          
        
            
 
Hertil har Frederikke arbejdet uden støtte. Hun bliver igen i tvivl om, hvilken 
at to modeller hun skal gå videre med: 
 
 
 
Lærer forklarer, at den sidste er rigtig, hvorefter Frederikke får 
 
 
 
Ligning hvor der indgår 
parentes 
 
 
 
 
 
    
 
   
    
 
   
      
 
 
 
Frederikke starter selv: 
 
 
Frederikke: ”trækker 5 fra på begge sider af lighedstegnet for at komme af 
med 5-tallet i tælleren” 
 
    
 
                      
 
  
 
        
 
Frederikke: ”Trækker 4 fra på begge sider for at kunne få 4 væg fra brøken” 
 
    
 
          
 
Frederikke: ”så forkorter jeg brøken med 4” 
  
Ligning hvor der indgår en 
brøk med enkelt tal i næv-
neren på den ene side 
 
 
Frederikke laver rigtig 
mange fejl her, som skyl-
des, at hun ikke har styr på 
algebra, hvor der indgår 
brøker. 
 
Læreren vælger derfor at 
stoppe her. Frederikke øn-
sker selv at se, hvordan 
opgaven løses rigtigt. Det 
viser læreren incl. forkla-
ring. 
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 Ligning hvor der indgår en 
brøk med enkelt tal i næv-
neren på begge sider 
 
   
   
 
 
 Ligning hvor der indgår 
brøk med x i nævneren 
 
   
 
 
    
 
 
 
 Ligning hvor der indgår 
brøk med x i nævneren på 
begge sider 
 
   
 
 
    
 
 
 
 Ligning hvor der indgår 
brøk med x i nævner på 
begge sider, hvor L=ø 
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Interventionsforløb 3, Helle 
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Matematik: 
For mange huskeregler? 
  
Matematikvejlederuddannelsen, Roskilde Universitet 
Forløb: 2. semester 
Periode: 20. januar 2015 til 6. maj 2015 
Tema: Ræsonnementer og beviser i matematik 
Fokus: At få elever til at indse, at matematik ikke består af 
 en uendelig stor del af udenadslære, men er opbygget 
 efter få grundantagelser, og resten kan udledes deraf. 
Forfattere: Tina Rosendahl, HTX Skjern 
 Henrik Nørby Larsen Kærgaard, HTX Skjern 
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Side 4 
Forord 
Denne rapport er skrevet som dokumentation for 2. semester på Roskilde Universistet’s matematik-
vejlederuddannelse. Temaet for semestret var ”Ræsonnementer og beviser i matematik”, og forløb i 
perioden januar 2015 til maj 2015. 
I rapporten behandles og beskrives relevant litteratur i forhold til projektets tema, såvel semestrets 
pensum. Resumeer af pensumlitteratur findes i Appendiks 1: Resumeer af kernestoflitteraturen, side 53. 
De to elever der er omtalt i rapporten, optræder med opdigtede navne, således deres anonymitet 
opretholdes. 
Rapporten er skrevet af Tina Rosendahl og Henrik Nørby Larsen Kærgaard fra Gymnasiet HTX Skjern, og 
vejledere på projektet har været professor Mosens Niss fra Roskilde Universitet og lektor Uffe Thomas 
Jankvist fra Aarhus Universitet. 
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Indledning 
En del elever har problemer med brøkregning og algebra. Vores hypotese er, at dette for nogle elevers 
vedkommende skyldes, at de ser matematik som en sværm af usammenhængende regler, som skal huskes 
udenad. Vi tror, at sådanne beliefs hos elever blokerer for deres evne til at forstå matematikken. 
 
Problemformulering 
Vi vil med dette projekt undersøge 
  Hvilken sammenhæng er der mellem nogle elevers manglende evne til at gennemføre aritmetiske 
og algebraiske udregninger (brøkregneregler, potensregler, kvadratsætninger mv.) og deres 
opfattelse af matematik som en disciplin med en stor mængde usammenhængende regler?  
 
  Vil et interventionsforløb, som introducerer få grundlæggende regler og opbygger elevens 
grundlæggende matematikforståelse som noget, der kan ræsonneres logisk frem for værende 
tilfældige huskeregler, kunne afhjælpe disse problemer? 
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Teori 
Beliefs 
Når en person er overbevist om noget – tror noget – så har denne mentalt godkendt, at ”sådan er det” og 
at det giver mening. På engelsk benyttes ordet ”beliefs” om dette, og det ord vil vi også anvende i denne 
rapport. Når man tror at noget er sandt, er det ikke det samme, som at det videnskabeligt er sandt. Derfor 
skelner man også mellem beliefs og viden. Beliefs er individuelle, stærkt subjektive, og er et produkt af den 
enkelte persons forhistorie og oplevelser. Som barn accepterer man hvad man hører og ser (det bliver til 
ens beliefs omring emnet), og først hvis man sidenhen hører noget modstridende, ændrer man (måske) 
sine beliefs omkring emnet. Man kan have beliefs omkring alle mulige emner man kan tænke på, og derfor 
også indenfor matematik.  
Når man som elev hører om et emne i matematik, accepterer man det fortalte, og dette bliver til ens beliefs 
(Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 22). På samme måde har omgivelserne indflydelse på hvilke 
beliefs eleven får; Det vil sige læreren, klasserummet og de andre elever. Men det er også familie og 
relationer med andre, der indvirker på ens beliefs (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 23). 
For den enkelte person er beliefs sande. Det betyder ikke, at beliefs er videnskabelig sandhed, ej heller at 
personen ikke kan have modstridende beliefs. Hvor viden skal kunne testes og verificeres, så kræver beliefs 
kun den enkeltes accept og meningsfuldhed. 
Men hvorfor er beliefs interessante i forhold til matematik, og læringsvanskeligheder indenfor matematik? 
Jo, da den enkelte elevs mentale forståelsesapparat skal håndtere og acceptere matematikkens spilleregler, 
samt gøre anvendelse af dem, så kan ”forkerte” beliefs forhindre eleven i at nå dette. Hvis en elev har den 
matematikrelateret belief, at ”Matematik er kun udenadslære”, så vil eleven se sig begrænset af ikke at 
kunne forholde sig til nye områder af matematikken, hvis eleven føler sig ”fyldt op”. Det kan også være en 
belief, at ”Læreren kan ikke lide mig”, hvis eleven ikke løser opgaverne korrekt, og deraf får en dårlig 
karakter.  
Man har kendt til beliefs og deres indvirkninger på elevers læring af matematik siden 1940’erne (Education 
Committee of EMS, 2013, s. 42). Det er beskrevet, hvordan elevers beliefs omkring matematik indvirker på 
deres tilgang til at løse matematikopgaver (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 15), og også hvordan 
beliefs og følelser indvirker på elevers lyst og evne til at lære matematik. 
Elevers beliefs omkring matematik er typisk (Schoenfeld, 1992, s. 359): 
  Der er kun ét korrekt svar til en matematikopgave. 
  Der er kun én måde en opgave kan løses korrekt på (og det er den som læreren viser på tavlen). 
  Almindelige elever kan ikke forventes at kunne forstå matematik; dette medfører at eleverne 
vælger at lære udenad, og recitere det udenadslærte rent mekanisk. 
  Matematik er noget man praktiserer hver for sig. 
  Alle matematikopgaver kan løses på under fem minutter, hvis man bare har forstået matematik. 
  Den matematik, man lærer i skolen, har ikke noget med den virkelige verden at gøre. 
  Matematiske beviser har intet med forskning eller opfindelser at gøre. 
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Beliefs er altså et fænomen man bør tage alvorlig, når man beskæftiger sig med matematik, og læring af 
dette. 
I forhold til dette projekt, hvor vi vil undersøge om netop elevers beliefs om matematik indvirker på deres 
evne til at løse aritmetiske og algebraiske opgaver, er det vigtigt at erkende, i hvor høj en grad at elevers 
beliefs kan hindre forståelse omkring matematik. Det er blandt andet beliefs, der gør, at man ikke bare kan 
”copy-paste” teori fra lærebøgerne direkte over i elevernes hjerne!   
Der findes både små og store beliefs, et eksempel på en ”stor” belief er opfattelsen af matematik som 
videnskab, mens et eksempel på en mindre belief er opfattelsen af kontinuitet. (Education Committee of 
EMS, 2013)  
 
Didaktiske situationer 
Guy Brousseau (Brousseau, 1997) beskriver sammenspillet imellem lærer og elev i matematikundervisning. 
Han argumenterer for, at matematik skal læres af elever igennem udøvelse af matematik, som medfører, at 
den enkelte elev spontant adapterer ny viden. En forudsætning for denne udøvelse er, at læreren designer 
nogle undervisningsforløb, hvor eleverne tilegner sig en konkret matematisk viden.  Læreren skal således 
skabe en ”didaktisk situation”, hvor eleverne udøver matematisk, som medfører denne spontane adaption 
af ny viden (Brousseau, 1997, s. 229).  
Under elevernes arbejde skal læreren fortløbende stille nye spørgsmål og skabe nye situationer, som sikrer 
elevernes fortsatte arbejde med at danne sig egen viden. Et væsentligt argument for at gennemføre 
undervisning ved at elever danner sig matematisk forståelse igennem matematisk udøvelse er, at 
forståelsen foregår inde i hovedet på hver enkelt elev. Forståelse kan ikke ”overbringes” fra lærer til elev på 
samme måde som viden. Det er derfor vigtigt, at læreren aldrig præsenterer de matematiske teorier 
direkte for eleverne, selvom dette er fristende, da det kan spare tid. 
Der kan opstå et dilemma ved at læreren er nødt til at stille spørgsmål til eleverne om noget, som de endnu 
ikke har lært, hvorfor de kan have svært ved at forstå, hvad de skal. Læreren skal stille spørgsmål til 
eleverne, som selv skal finde svar, men samtidig skal eleverne helst komme frem til de rigtige svar.  
Brousseau anvender begrebet ”devolution” (overlevering) om at læreren skal tilrettelægge disse didaktiske 
situationer med spørgsmål og nye spørgsmål, som bringer eleverne til erkendelse af matematisk viden. 
Eleverne tilegner sig matematisk viden i mindre brudstykker, og det er herefter læreren, som skal samle 
disse brudstykker for eller sammen med eleverne, så det giver mening og bliver til en helhed. 
Når en elev har lært og forstået noget så dybdegående, at han/hun er i stand til at bruge denne viden 
udenfor en undervisningssituation, er der opnået det, som kaldes en ”adidaktisk situation”. 
En forudsætning for, at elevernes tilegnelse af viden igennem udøvelse af matematik vil fungere, er, at 
både lærer og elever ved, hvad de kan forvente af hinanden, og hvordan de agerer i mødet med hinanden. 
Dette defineres af Brousseau som ”den didaktiske kontrakt”. Det er vigtigt, at eleverne ved, at de er 
forpligtede til at handle og akkommodere den viden de havde, for at denne viden på et tidspunkt kan føre 
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til erkendelse af matematiske sammenhænge.  Læreren skal derfor flytte en del at ansvaret for, at den 
enkelte elev lærer noget, over på eleven.  
Sociomatematiske normer 
Yackel og Cobb beskriver en undersøgelse, hvor de har lagt fokus på et sociologisk perspektiv i forbindelse 
med matematiske aktiviteter (Yackel & Cobb, 1996). I deres undersøgelse kom de frem til, at der i 
forbindelse med at elever skal tilegne sig matematisk forståelse, er brug for, at der i klasserne skabes en 
kultur, hvor eleverne deltager aktivt frem for en kultur for overførsel af viden fra lærer til elever. Den 
deltagende kultur er med til at skabe dannelse af mening hos eleverne. Der er således tale om et dynamisk 
system. 
Om målene nås afhænger af, hvad der er accepteret matematisk aktivitet i klasserummet; Heraf begrebet 
”socio-matematiske normer”. Sociomatematiske normer defineres som (Yackel & Cobb, 1996, s. 461): 
  Hvad er matematisk forskelligt 
  Hvad er matematisk sofistikeret 
  Hvad er matematisk effektivt 
  Hvad er matematisk elegant 
  Hvad er en acceptabel matematisk forklaring eller begrundelse 
De sociomatematiske normer skabes i den enkelte klasse ved interaktion imellem læreren og 
eleverne/klassen. De sociomatematiske normer er ikke stationære eller givet udefra, men udvikles 
kontinuerligt i en klasse i forhandlinger imellem lærer og elever. Disse forhandlinger udvikler deltagernes 
intellektuelle autonomi. 
 
Empiriske beviser og bevisskemaer 
Et af formålene med matematikundervisning er at få eleverne til at forstå formålet med, og strukturen i, 
matematisk bevisførelse. Dette er imidlertid vanskeligt, fordi at matematisk sandhed ikke er det samme 
som det, vi betragter sandt eller acceptabelt i andre dagligdags situationer. Matematik er sandt, hvis det er 
sandt uden undtagelser. I andre sammenhænge kan ”undtagelsen bekræfte reglen”. Denne grundlæggende 
”almindelige” opfattelse af sandhed ses som en af grundene til, at studerende over hele verden griber til 
praktiske eksempler, når de bliver bedt om at bevise noget i matematik. 
En studerende, som forsøger at bevise en universel påstand ved at vise, at påstanden holder i nogle 
eksempler, siges at have et ”empirisk bevisskema” (Education Committee of EMS, 2011, s. 51). Denne 
overbevisning om at påstande bevises med eksempler, er svær at komme ud af. Artiklen beskriver 
eksempler på, at studerende, på trods af at de havde set et matematisk deduktivt bevis på en 
sammenhæng, foretrak eller havde brug for empiriske eksempler for at blive overbevist om sandheden 
(Fischbein (1982)). 
Studerendes behov for empiriske bevisskemaer ses som en konsekvens af de erfaringer, de studerende har 
udenfor matematikundervisningen.  Matematisk tankegang er på mange måder helt forskellig fra andre 
videnskaber, hvor erfaring er væsentlig. Såfremt studerende skal blive i stand til at forstå og anvende 
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matematikkens struktur, som væsentligt er forskellig fra logik i mange hverdagssammenhænge, skal 
eleverne forklares og lære denne forskel (Education Committee of EMS, 2011, s. 52). Der er endvidere brug 
for at finde ud af, hvordan man kan hjælpe de studerende til at bevæge sig fra at kunne forstå og 
gennemføre empiriske beviser, til at kunne tilsvarende med rigtig matematisk bevisførelse. 
Harel og Sowder introducerer begrebet bevisskemaer om den måde, elever opfatter og forstår beviser på. 
En persons bevisskema indeholder det, som gør det ud for personens konstatering og overbevisning (Harel 
& Sowder, 2007).  
 
 
Taksonomien af bevisskemaer er opdelt i tre typer: (Harel & Sowder, 2007, s. 809-810) 
1. Ekstern overbevisning 
a. Autoritativt bevis skema, f.eks. baseret på en autoritet som en bog eller en lærer 
b. Rituelt bevis skema, baseret på, hvordan argumenterne er fremlagt 
c. Ikke-refererende bevisskema med symbolmanipulationer, som ikke refererer til noget 
meningsfyldt hos eleven 
2. Empirisk bevis skema 
a. Induktive bevisskemaer, hvor elever bliver overbevist ved eksempler 
b. Perceptuelle bevisskemaer (sanselige, f.eks. billeder) 
3. Deduktive bevisskemaer 
a. Transformationelle bevis skemaer 
Tre væsentlige karakteristika for transformationelle bevis skemaer er: generalitet, 
operationel tankegang og logiske følgeslutninger. Generalitet referer til en forståelse af, at 
målet er, at argumentet skal gælde for alle tilfælde, og at undtagelser ikke accepteres. 
Operationel tankegang forekommer, når en person formulerer mål og delmål og forsøger 
at forudsige disses udfald undervejs i processen.  Logiske følgeslutninger benyttes, når en 
person forstår, at matematisk retfærdiggørelse skal være baseret på logiske 
følgeslutninger. 
 
b. Axiomatiske bevisskemaer  
Samme karakteristika som transformationelle bevisskemaer, men omfatter endvidere, at 
individet forstår, at enhver bevisførelse i princippet skal kunne føres tilbage til accepterede 
axiomer 
 
Harel og Sowder konstaterer, at bevisskemaer varierer fra person til person, og undervisere er nødt til at 
finde ud af, hvad der skaber konstatering og overbevisning for den enkelte elev, og herefter tilrettelægge 
aktiviteter, som hjælper eleven til gradvist at flytte sig i den ønskede retning. Spørgsmålet er så hvilken 
intervention kan bringe eleven i den ønskede retning? 
Undersøgelserne i studierne har bl.a. vist følgende (Harel & Sowder, 2007, s. 836-837): 
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  Hovedparten af elever i alle klassetrin foretrækker empiriske beviser, meget få foretrækker 
deduktive bevisskemaer.  
  Mange elever beviser med specifikke eksempler, og de er ikke i stand til at skelne imellem 
induktive og deduktive argumenter.  
  Mange elever er ikke i stand til at se, at der ikke er behov for flere eksempler, når noget er bevist.  
  Elever mangler forståelse for, at et enkelt modeksempel er nok til at modbevise en formodning. 
  Elever tror, at beviser kun er til for at verificere fakta, som de allerede kender. 
  Elever foretrækker rituelle og autoritative bevisskemaer, når de skal bevise. 
  Elever ser intet behov for at bevise noget, som de intuitivt anser som gyldigt. 
  En del undervisere anvender oftest empiriske beviser og er af den opfattelse, at deduktive beviser 
tilhører den elevgruppe, som vælger at beskæftige sig med videregående matematik. 
  De elever, som har arbejdet med deduktiv bevisførelse, er ofte bedre til matematik end elever, 
som ikke har arbejdet med det. 
 
Forklarende beviser 
Gila Hanna (Hanna, 1990) diskuterer rollerne af matematisk bevis, som hun inddeler i tre kategorier: 
1. Formelt bevis: teoretisk bevis, som indeholder formel logik, og som selv matematikere kun 
anvender tilnærmelsesvis 
2. Acceptabelt bevis: bevis som normativt begreb, som definerer noget, som er acceptabelt for 
kvalificerede matematikere 
3. Forklarende bevis: bevis som en aktivitet i forbindelse med matematikundervisning, som belyser 
relevante emner for studerende. 
 
Formelt bevis 
Et formelt bevis bygger på aksiomer eller sætninger udledt af sætninger, som alle kan føres tilbage til 
aksiomer. Et formelt bevis er således mekanisk og er uafhængig af psykologiske aspekter.  
 
Acceptabelt bevis 
Ved et acceptabelt bevis vejer betydningen af beviset højere end bevisets korrekthed. Accepten af en 
sætning er hos matematikere en social proces, som er en funktion af forståelse og betydning, mere end det 
er et stringent bevis. At et bevis har værdi skyldes, at det viser afgørende matematiske sammenhænge 
frem for at det demonstrerer, at et resultat er korrekt. 
 
Forklarende bevis 
Et forklarende bevis er et bevis som overbevisende argument, hvor der lægges større vægt på sociale 
kriterier for accept af en matematisk sandhed frem for det rent formelle. 
Gila Hanna skelner imellem følgende to bevistyper: 
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  Beviser der beviser 
  Beviser der forklarer 
Begge bevistyper har den egenskab, at de kan fastslå gyldigheden af en matematisk påstand. Et bevis, der 
beviser, viser kun, at en sætning er sand. Et bevis, der forklarer, viser, hvorfor en sætning er sand, og 
begrundelsen indeholder de matematiske idéer, som ligger til grund for sætningen.  
Et eksempel på forskellen imellem et bevis der beviser, og et bevis der forklarer, er følgende beviser for 
sætningen: 
Summen af de første n tal, S(n) er lig med n(n+1)/2 
Et bevis, der beviser, er vist som et induktionsbevis. Generelt er beviser ved induktion ikke forklarende: 
(Hanna, 1990, s. 10) 
 
 
Et bevis, der forklarer, er Gauss’s bevis som følger: (Hanna, 1990, s. 10) 
 
 
Gauss’s bevis er forklarende, fordi at det anvender symmetri. 
Et andet forklarende bevis, som anvender en geometrisk præsentation med arealer, er følgende: (Hanna, 
1990, s. 11) 
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Fokus i de forklarende beviser er forståelse frem for den deduktive mekanisme. Mange elever har lettere 
ved at forstå disse forklaringer frem for matematisk deduktive beviser. 
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Arbejde med elever 
Formålet med matematikvejlederuddannelsen er at kunne detektere, diagnosticere og intervenere elever 
med matematiklæringsvanskeligheder. Derfor er elevarbejdet helt centralt i uddannelsen.  
Temaet for dette 2. semester i matematikvejlederuddannelsen var ræsonnementer og bevisførelse i 
matematik. Formålet med at føre bevis er at godtgøre et udtryk eller en sammenhæng; altså at vise at det 
overholder de aftalte spilleregler indenfor matematikken. Spillereglerne indenfor matematik er defineret 
ud fra nogle (forholdsvis få) aksiomer, ud fra hvilke formler og udtryk kan konstrueres udelukkende ved 
brug af logiske argumenter (Jensen, 1988). Vores arbejde i dette projekt havde til formål at arbejde med 
elever, for hvem matematikken opleves som en stor samling af usammenhængende formler, der skal læres 
udenad. Det vil med andre ord sige elever, der ikke har knækket koden og forstået, at de mange formler og 
udtryk er bygget på (nogle få) aksiomer og efterfølgende udledt af logisk argumentation.  
Til vores praktiske del af projektet, hvor vi arbejdede med elever, havde vi udvalgt to elever, som vi kendte 
og vidste begge havde beliefs omkring matematikken som uladsiggørlig udenadslære. De to elever var 
begge 2. års HTX elever, som havde valgt at afslutte matematik på B-niveau.  
Den første elev, vi udvalgte til projektet, var genganger fra elevarbejdet i 1. semester; Frederikke. 
Frederikke er en dygtig og pligtopfyldende elev, der i andre fag end matematik klarer sig godt. I matematik 
er hun svag, og hendes brug af matematik er meget baseret på mønstergenkendelse og udenadslære 
(Rosendahl & Kærgaard, 2014, s. 33). At Frederikke klarer sig godt i de andre fag, herunder 
naturvidenskabelige fag som kemi og fysik, ser vi som et tegn på, at hun er i stand til at forstå 
sammenhænge og tænke logisk, når der er en bagvedliggende forklaring, hun forstår. Såvel i den daglige 
matematikundervisning som ved arbejdet med Frederikke i 1. semester af matematikvejlederuddannelsen 
har vi flere gange oplevet Frederikkes frustrationer over, at hun ikke kunne forstå matematikken; altså 
forstå hvad hun skulle eller kunne gøre i forbindelse med løsning af en konkret opgave, og hvad der var 
tilladt og ikke tilladt inden for matematikken. Vi ville gerne hjælpe Frederikke til at få opbygget sin 
forståelse for en del af matematikken ud fra de grundlæggende aksiomer, således at hun oplever og ser 
logikken i matematikken.  
Den anden elev, vi udvalgte til projektet, havde vi fået til matematik i januar 2015; her overtog vi begge en 
2. års matematik B klasse fra en kollega, og vi fik samtidig at vide, at den pågældende elev, Christian, ikke 
kunne forstå matematik. Henrik havde den selvsamme elev til valgfaget programmering, og her gjorde 
eleven sig ganske godt, hvor han udviste forståelse for logikken i at opbygge og programmere et program. 
Denne undren, altså at han på samme tid kunne have logisk forståelse for programmering, men ikke kunne 
forstå logik i matematik, gjorde, at vi valgte ham ud til dette projektforløb. 
 
Detektionstest 
Uanfægtet vores valg af to elever til projektet, gav vi detektionstest 2 (Niss & Jankvist, 2015) til begge vores 
matematikklasser. Det vil sige to 2. års HTX matematik B hold. Detektionstesten findes i Appendiks 2: 
Detektionstest 2, side 86. Detektionstesten havde til formål at udpege mulige elever, der havde problemer 
med forståelse af logikken i matematik og matematiske udsagn samt med forståelse for matematisk 
bevisførelse og ræsonnementer. 
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På Figur 1 ses et boksplot over korrekte svar til detektionstesten i hver af de to 2. års klasser. Der vises 
henholdsvis 25 % og 75 % fraktil. Bemærk, at nogle af de 23 spørgsmål indeholder delspørgsmål, og vi har 
valgt at pointgive hvert enkel (del)spørgsmål, således det i alt giver 34 spørgsmål. 
 
Figur 1 Boksplot over antal korrekte svar ved detektionstest 2, i hver af de to andenårsklasser. Den blå og den røde cirkel 
markerer de to udvalgte elever. Bemærk, at der i alt er 34 delspørgsmål i opgaven, og hvert korrekt delspørgsmål tæller 1 point.  
Statistikparametrene ses i Tabel 1. Her ses, at vores udvalgte elev fra klasse 213 (Christian), har scoret 14,4 
ud af 34 point, mens vores udvalgte elev fra klasse 313 (Frederikke), har scoret 7,5. Der blev givet 
maksimalt 1 point for en korrekt opgavebesvarelse, og gradueres efter besvarelsen. 
Statistikparametre Klasse 213 Klasse 313 
Antal elever 16 27 
Antal (del)opgaver 34 34 
Maksimal score 24,5 25,5 
Minimum score 11 7,5 
Gennemsnit 17,84 18,06 
25 % fraktil 16 15,75 
75 % fraktil 19,25 20,25 
Varians 12,83 13,88 
Spredning 3,58 3,73 
Score for udvalgt elev 14,4 7,5 
Farvemarkering på Figur 1 Blå Rød 
Tabel 1 Tabel over statistikparametrene for de to andenårsklasser. 
Som det fremgår af resultaterne for de to klasser vist på Figur 1, ligger de meget ens i forhold til 
middelværdier. I klasse 313 er der dog en enkelt elev med en ekstrem lav score på 7,5 set i forhold til klasse 
213s laveste score på 11. 
Vi vil ikke fokusere yderligere på resultaterne fra klasseniveau, men fremadrettet i denne rapport kun kigge 
på vores to udvalgte elever.  
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Diagnosticering 
Vi ønskede at finde ud af, hvad de to udvalgte elever tænker om matematik som fag og videnskab samt 
elevernes opfattelse af logik og matematisk sandhed. Dette gjorde vi for at få kendskab til nogle af de 
beliefs, som eleverne havde omkring matematik. Vi indledte derfor diagnosticeringen med følgende 
spørgsmål, som eleverne skulle besvare mundtligt: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Efter at have svaret på ovenstående spørgsmål, bad vi eleverne løse spørgsmål 15, 16, 17 og 18 fra 
detektionstesten, imens de skulle forklare, hvad de tænkte. Disse opgaver ses på næste side. 
 
 
 
 
 
1. Hvad er logik? 
2. Hvad er matematik? 
3. Hvordan lærer man matematik? 
4. Hvordan bliver man god til matematik? 
5. Hvornår er man god til matematik? 
6. Hvem er god til matematik? 
7. Hvorfor er nogle personer bedre til matematik end andre? 
8. Hvad synes du er svært ved matematik? 
9. Hvad er forskellen på mundtlig og skriftlig matematik? 
10. Foretrækker du mundtlig eller skriftlig matematik? 
a. Begrundelse 
11. Hvad forstår du ved matematisk sandhed? 
12. Hvad forstår du ved et matematisk bevis? 
13. Hvad kan matematik anvendes til i praksis? 
14. Bruger du eller har du brugt matematik udenfor skolen? 
Hvordan? 
15. Hvad er en matematiker? 
16. Hvad er matematisk videnskab? (hvordan er matematik 
opbygget?) 
17. Kender du regningsarternes hierarki? - hvad er formålet 
med disse? 
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Opgave 1 (Spørgsmål 15) 
Søren siger, at hvis man laver en ny cirkel ved at halvere diameteren i en cirkel, har den nye cirkel både halvt 
så stor en omkreds og halvt så stort et areal som den oprindelige. Har Søren ret? 
 
 
 
• Ja:  Nej:  Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
 
Ocirkel = 2∙∙r 
Acirkel = ∙r
2
 
 
Opgave 2 (Spørgsmål 16) 
Susanne siger, at hvis man laver en ny terning ved at fordoble længden af alle kanterne i en terning, har den 
nye terning et otte gange så stort rumfang som den oprindelige. Har Susanne ret? 
 
• Ja:  Nej:  Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
 
Arektangel = længde ∙ bredde 
Vkasse = længde ∙ bredde ∙ højde 
 
Opgave 3 (Spørgsmål  17) 
En taxa i Århus tager et startgebyr på kr. 30,00 og kr. 7,30 pr. kørt kilometer. Ali skal køre 10 kilometer med 
taxa i Århus og Aya skal køre 20 kilometer. 
 
• Er det rigtigt at Aya skal betale dobbelt så meget som Ali? Ja:  Nej:  Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
 
Opgave 4 (Spørgsmål 18) 
Aya siger, at der for alle reelle tal gælder, at  2 ≥  . Hvilke af følgende værdier af   kan bruges til at vise, at 
dette udsagn er falsk? 
 
a)   = 
 
 
 
b)   = 0 
c)   = 
 
  
 
d)   = 1 
e)   = 0,2 
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Frederikke havde ved detektionstesten løst spørgsmål 15, 16 og 17 forkert, og hun havde intet skrevet ved 
spørgsmål 18. Christian havde løst opgave 17 korrekt, mens spørgsmål 15 og 16 ikke var korrekt besvaret 
og 18 var slet ikke besvaret. Vi ønskede at finde ud af, om vi kunne guide eleverne igennem en logisk 
fremgangsmåde til at løse opgaverne.  Vi valgte derfor at præsentere formlerne for beregning af omkreds 
og areal for en cirkel, samt formlen for beregning af volumen af en kasse, så manglende kendskab til 
formlerne ikke skulle forhindre eleverne i at løse opgaverne ved brug af logisk tankegang. 
Som afsluttende opgave til diagnosticeringen bad vi eleverne løse nogle opgaver, hvor de skulle anvende 
aritmetik og algebra. Baggrunden for disse opgaver var, at vi havde brug for en status på elevernes 
kundskaber indenfor området, som var det, vi ville fokusere på at forbedre i forbindelse med den 
efterfølgende intervention. 
Det samlede opgavesæt ses sammen med elevernes svar i Appendiks 3: Diagnosticering, side 94. 
 
Diagnosticering, Frederikke 
Af Frederikkes svar på de mundtlige spørgsmål ses, at hun havde en fornuftig opfattelse af begrebet logik 
som ”Noget man finder naturligt”. Naturligt fortolker vi som noget, man kan acceptere og følge, uden at 
man kommer i tvivl om sandheden. Frederikkes svar på hvad matematik er, lød ”Det er ikke 
naturligt/logisk”, og hendes senere svar på spørgsmål 4 om hvordan man bliver god til matematik, 
indeholder blandt andet ”udenadslære”. Frederikke fortalte, at hun hjalp sin søster i 4. klasse med 
matematik, og at matematikken dér stadig gav mening for hende (det vil sige: var logisk).  
I forbindelse med Frederikkes løsning af de stillede opgaver fra detektionstesten havde hun brug for megen 
hjælp til at komme igennem de tre opgaver med taleksempler, hvor hun skulle drage nogle logiske 
konklusioner. Hun indså sammenhængene talmæssigt og geometrisk, men hun kunne ikke sætte en 
halvering af diameteren på cirklen sammen med, at arealet herefter bliver en fjerdedel, fordi:  
 
 
  
 
 
 
 
 
  
 
 
    
 
 
   . Hun kunne heller ikke se, at en fordobling af sidelængden på en terning giver en terning 
med 8 gange så stort et volumen, fordi:                        .  Tilsvarende problem havde hun i 
forbindelse med startgebyret for taxaturen, hvor hun ikke kunne stille et matematisk udtryk op med 
variable. Derimod fik hun med støtte løst spørgsmålene i den sidste opgave, hvor hun med modbeviser 
skulle vise, at et udsagn var falsk. Det sidste så vi som et tegn på, at Frederikke havde forståelse for 
sandhedsbegrebet og modbeviser. 
Frederikkes løsning af opgaverne, som krævede anvendelse af aritmetik og algebra, viste, at hun havde 
svært ved algebra, men at hun kunne løse simple aritmetiske opgaver, hvor tallene ikke var for store. Under 
opgaveløsningen viste Frederikke stor usikkerhed, når hun skulle gennemføre udregninger med tal, og hun 
søgte bekræftelse af mellemregningernes rigtighed undervejs. 
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Diagnosticering, Konklusion, Frederikke 
Frederikke, som vi også arbejdede med i første semester af matematikvejlederuddannelsen (Rosendahl & 
Kærgaard, 2014), har hele tiden vist os og fortalt os, at hun mangler forståelse for algebra. Vi har oplevet, 
hvordan det forplanter sig med problemer i forbindelse med løsning af ligninger, ligesom vi ser, at hun har 
problemer med alle grene af matematikfaget. I den daglige undervisning udtrykker Frederikke ofte, at hun 
ikke forstår det vi laver, og hun ønsker brændende at komme frem til den forståelse som hun mangler. 
Diagnosticeringen viste os, at Frederikke har en fornuftig opfattelse af, hvad der er logisk. Til gengæld 
opfatter hun ikke matematik som logisk; hun finder det svært, og betragter matematik som noget, man skal 
lære udenad.  Hun viste os endvidere, at hun har forståelse for matematisk sandhed.   
I forbindelse med løsning at opgaverne fra detektionstesten, så vi, at Frederikke ikke var i stand til at 
arbejde med variabelbegrebet og indsætte disse med faktorer i formler for beregning af areal og volumen 
for henholdsvis en cirkel og en terning (halvering af diameter i en cirkel og fordobling af længde i en 
terning). Denne disciplin ville kræve anvendelse af algebra. Vi så også, at Frederikke havde meget svært ved 
almindelige udregninger med tal. 
Med Frederikkes udtrykte ønske om at forstå matematikken, samt hendes mangel på færdigheder indenfor 
algebra og aritmetik, fandt vi det relevant at tilrettelægge og gennemføre et interventionsforløb, som 
havde til formål at afmystificere de mange regler. Det ville vi gøre ved at forsøge at få Frederikke til på egen 
hånd at komme til erkendelse af, at en stor del af reglerne ikke er udenadslære, men logiske slutninger på 
baggrund af nogle få vedtagelser.  
   
Diagnosticering, Christian 
Opgaverne anvendt til diagnosticeringen, samt Christians svar og kommentarer, findes i afsnittet: 
Diagnosticering, Christian, side 100. 
Christian var meget motiveret til diagnosticeringen, og var meget åben omkring sin holdning til matematik. 
Han besvarede spørgsmålene uden megen tøven, og var meget præcis i sine svar.  
De emner i matematik som Christian kunne se anvendt i praksis (for ham selv), havde han det godt med. 
Det var emner som at kunne beregne priser og procenter (indkøb, bankrenter, o.l.). Derimod kunne han 
ikke se, at emnet trigonometri kunne anvendes i hans egen verden. 
Når Christian blev stillet overfor tal eller opgaver, som kunne omregnes til procenter, gjorde han det, da 
han selv følte sig god til procentregning. 
Christian anvendte den lille tabel uden problemer, og det samme gjorde sig gældende for plus, minus, 
gange og parenteser.  
Adspurgt om matematikkens historie havde Christian også et godt bud på det: ”… tælle med sten, og senere 
kugleramme”, og omkring regnearternes hierarki var der nogle, der havde fundet på det, og Christian havde 
følgende bud på en begrundelse for hierarkiets opbygning: ”.. at gange regner med større tal til at starte 
med, så der vil man gerne reducere dem først, og så tager man det simple stykke og plusser og minusser 
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bagefter. Parentesen har jo tit været sådan, at det, der står i den, er vigtigere (og skal dermed regnes først). 
Man har jo altid indrammet det der er vigtigt”. 
Da Christian blev stillet overfor de opgaver, han skulle løse, genkendte han dem straks som algebra, og 
udbrød: ”Jeg hader algebra, fordi der er så mange snydere i det”.  
 
Diagnosticering, Konklusion, Christian 
Helt overordnet vurderede vi, at Christian havde en forståelse for matematik (hvad det er, og hvad det kan 
bruges til). Han var åben om, at han foretrak mundtlig matematik frem for skriftlig matematik, fordi at han i 
mundtlig matematik kunne få lov til at forklare, frem for at skulle skrive. Han brød sig ikke om at skrive, da 
han ikke kunne lide at se på det han skriver, og så skulle andre heller ikke belemres med at se på det. 
Christian gav både direkte og indirekte udtryk for, at matematik for ham var et fag, der består af en 
ufattelig sværm af underlige og usammenhængende huskeregler, der ikke giver mening. Dette var 
Christians beliefs om matematik (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002) og (Schoenfeld, 1992, s. 359-
360). 
Christians diagnose var således, at han opfattede matematik som en disciplin, hvor man skal huske en 
uendelig mængde usammenhængende huskeregler. Dette har gjort, at han har overbevist sig selv om, at 
han ikke kan finde ud af matematik, selvom vi ved diagnosticeringen så tydelige spor af matematisk 
forståelse. Beliefs er karakteriseret ved at være personlige og ikke (nødvendigvis) funderet i videnskabelig 
sandhed. De er opstået ud fra de oplevelser, den enkelte person har haft (Op 'T Eynde, Corte, & 
Verschaffel, 2002, s. 23). Vi mente derfor, at vi havde mulighed for at ændre Christians beliefs omkring 
matematik som ulogiske huskeregler, til i stedet for at være bygget på logik, ved at gennemføre et 
interventionsforløb, hvor han blev ledt igennem nogle opgaver, som fik ham til at erkende de logiske 
sammenhænge på baggrund af nogle få antagelser (=huskeregler). 
 
Intervention 
Formålet med interventionsforløbet med de to elever, var at få dem til selv at indse, at matematik ikke 
kræver, at man kan huske et uendeligt stort antal formler og regler, men at matematik i stedet for er 
opbygget på få vedtagelser, og efterfølgende kan udvikles med logik under overholdelse af vedtagelserne. 
Idéen var, at vi ville præsentere eleverne for en del af disse vedtagelser (aksiomer) og lade dem blive 
fortrolige med disse gennem små regneopgaver. Herefter ville vi give eleverne nogle designede opgaver, 
som skulle lede dem frem til at erkende nogle af regneregler indenfor algebra. Denne erkendelse skulle de 
få ud fra de få aksiomer de først var blevet præsenteret for. Hensigten var, at eleverne så ville indse, at 
sætningerne indenfor algebra ikke nødvendigvis var udenadslære, men i stedet ”bare” kommer ud fra de 
grundlæggende aksiomer og anvendt logik. 
Matematik: For mange huskeregler? 
2. semester 
Side 20 
 
Teori til intervention 
Både Guy Brousseau (Brousseau, 1997) og Yackel og Cobb (Yackel & Cobb, 1996) beskriver vigtigheden af, 
at eleverne arbejder med matematik på en måde, som får dem til selv at konstruere matematisk forståelse.  
Brousseau beskriver, at elever skal adaptere ny viden igennem udøvelse af matematik, og at denne 
udøvelse kræver, at læreren har designet nogle undervisningsforløb, som skaber en didaktisk situation, som 
sikrer denne adaption af ny viden. Vi havde til interventionsforløbene designet nogle opgaver, som skulle 
skabe denne didaktiske situation, hvor eleverne igennem løsning af opgaver, først med tal og herefter med 
variable, blev ledt frem til at udlede nogle af formlerne indenfor algebra. 
Elever har en overvejende tendens til at foretrække empiriske beviser (Healy & Hoyles, 2000) samt (Harel & 
Sowder, 2007). Begrundelsen herfor er, at de lettere kan acceptere en formel, hvis de selv kan indsætte tal 
og se, at det passer. Ud fra denne teori valgte vi at lade eleverne arbejde med empiri i form af aritmetiske 
beregninger først, for dernæst at overføre det på noget generelt algebraisk. Vi havde designet nogle 
interventionsforløb, hvor eleverne skulle arbejde med udregninger på tilhørende geometriske figurer, som 
er konstrueret helt identiske med henholdsvis taleksempler og bogstaver, for at bruge empirien som en 
hjælp til at gennemskue den matematiske generalitet. Vi forsøger hermed at flytte eleverne fra at anvende 
empiriske bevisskemaer, til at anvende deduktive bevisskemaer i form af transformationelle bevisskemaer 
(Harel & Sowder, 2007, s. 836). 
Gila Hanna beskriver i en artikel omkring hvilke typer af beviser hun ser indenfor matematikken (Hanna, 
1990). Én af de tre beskrevne bevistyper kalder hun for et forklarende bevis. Et sådan bevis har til formål at 
vise hvorfor en sætning er sand, samt at begrunde det med de matematiske idéer, som ligger til grund for 
sætningen. Vi har i vores interventionsmateriale forsøgt at gøre anvendelse af dette, idet vi gjorde brug af 
visuelle metoder, som kunne hjælpe eleverne til visuelt at erkende de matematisk logiske sammenhænge, 
som vi ønsker at lede dem frem til at erkende. 
Vores forventning om at det designede interventionsforløb skulle hjælpe både Frederikke og Christian til at 
få forståelse for og dermed blive bedre til at udføre algebraiske beregninger, bunder for Frederikkes 
vedkommende i at hun gav udtryk for, at hun ønskede at forstå matematikken. Vi havde i forbindelse med 
diagnosticeringen konstateret, at hun havde forståelse for logik. Dette gav os formodning om, at hun ville 
kunne gennemføre forløbet efter hensigten. For Christians vedkommende havde vi en forventning om, at vi 
ved at lede ham igennem et forløb med ”steps” i et niveau, hvor han hele tiden kunne gennemskue 
logikken, kunne få ham til at ændre sine beliefs omkring matematik, fra at være et væld af huskeregler til at 
være et fag, hvor man kommer langt med logiske slutninger. Dette havde han i diagnosticeringen nemlig 
vist os at han var i stand til at foretage. 
Vi startede interventionsforløbet med at forklare eleverne, hvordan matematik er som videnskab, da vi 
anså det som en meget vigtig del af det at skulle udlede formler på baggrund af aksiomer og logiske 
argumenter. Opfattelsen af matematik som videnskab er en ”stor” belief (Education Committee of EMS, 
2013). 
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Interventionsforløb 1-3 
Interventionen blev gennemført i tre omgange med ca. en uge imellem hver intervention. Der var til hver 
intervention afsat ca. 2 timer. Forløbene blev afsluttet, når eleverne havde gennemført det, vil havde 
planlagt, og det viste sig, at Frederikke havde brug for en del mere tid end Christian, ligesom hun havde 
brug for at gennemføre nogle træningsopgaver imellem interventionerne for at opnå fortrolighed med at 
anvendelse de formler, hun havde udledt. 
Vi begyndte med at forklare eleverne, hvordan matematikfaget er opbygget som videnskab. Vi forklarede 
bl.a. at et matematisk aksiom er en grundantagelse, som antages at være sand, og som ligger til grund for 
et større system af sætninger. Vi forklarede endvidere, at aksiomer bruges i et logisk system som det 
fundamentale grundlag til at bevise andre sætninger i teorien, samt at aksiomer ikke bevises, men 
fastlægger nogle grundlæggende regler og begreber. 
Vi forklarede vores hensigt med interventionen til eleverne: at vi ønskede at få dem til selv at indse den 
logiske opbygning af de algebraiske regler, som kan udledes ud fra nogle enkelte grundantagelser, og at vi 
forventede, at de herefter kunne slippe for at skulle huske så meget.  
Vi startede med at vise definitionen af addition og dennes modsatte operation subtraktion. Dette 
illustrerede vi ved såvel et taleksempel og tilsvarende eksempel med bogstaver samt en tallinje. På samme 
måde viste vi definitionen af multiplikation og dennes modsatte operation division med taleksempel, 
bogstaver og tallinje. 
Vi præsenterede herefter en trekant med opstilling af regningsarternes hierarki, og vi talte om 
nødvendigheden af denne, som danner grundlag for, hvordan vi ”læser” det, vi skal udregne, således at 
regnestykker mv. altid udregnes på samme måde. Efterfølgende fik eleverne nogle opgaver, som de skulle 
anvende principper på. 
I Appendiks 4: Intervention 1-3, side 105 findes det materiale, der blev anvendt i interventionsforløbene. 
Nedenfor er vist eksempler fra forløbet, indrammet med grå, og der er indsat tekstbokse, hvor vi forklarer 
hensigten med de enkelte opgaver/aktiviteter. Imellem hver aktivitet, som skulle lede eleven frem til 
erkendelse af en regneregel, var der efterfølgende opgaver, hvor eleverne skulle bringe reglerne i 
anvendelse. 
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Addition (plus): 
 
      
 
 
Addition (plus): 
 
      
Subtraktion (minus)  -  modsat operation til plus 
 
      
 
 
Subtraktion (minus)  -  modsat operation til plus 
 
      
 
 
 
 
Multiplikation (gange): 
 
      
 
 
Multiplikation (gange): 
 
      
Division - modsat operation til gange 
 
 
 
   
 
      
 
 
Division - modsat operation til gange 
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Formålet med at præsentere definitionen af addition og multiplikation med hhv. 
subtraktion og division som disse operationers modsatte var et ønske om at 
indskrænke det, som skal huskes / læres udenad. Formålet med at vise et 
taleksempel overfor et bogstaveksempel, hvor hvert bogstav svarer til et konkret tal, 
var for at illustrere, hvordan regning med tal og regning med bogstaver indsat i 
stedet for tal fungerer / kan sidestilles.  Formålet med tallinjerne var at skabe visuelt 
overblik over operationerne i forhold til tællebegrebet. 
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Regningarternes hierarki 
 
 
 
- Man regner først parenteser ud 
- Bagefter er det potens og kvadratrod 
- Gange og division 
- Plus og minus 
 
 
 
 
 
 
 
Udregn følgende: 
        _____________________________________________________ 
       _____________________________________________________ 
        ______________________________________________________ 
       _______________________________________________________ 
        ______________________________________________________ 
       _______________________________________________________ 
 
        _____________________________________________________ 
          ___________________________________________________ 
         ____________________________________________________ 
          ___________________________________________________ 
             _______________________________________________ 
           
 
 
               
                 
        
Formålet med disse opgaver var 
at få eleverne til at indse, at 
faktorernes rækkefølge ikke har 
betydning. 
Formålet med disse opgaver var 
at få eleverne til at træne brug 
af regningsarternes hierarki 
samt betydning af parenteser 
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Vi ønskede at få eleverne til at indse den distributive lov med et forklarende bevis (Hanna, 1990). Hertil 
konstruerede vi nogle opgaver med beregning af arealer af rektangler; først med tal (empiriske beviser), 
senere med bogstaver (transformationelle deduktive beviser (Harel & Sowder, 2007)).  
 
 
Beregn arealerne af nedenstående rektangler 
 
 
 
 
 
 
 
 
Kan du opstille en regneregel, som gælder for beregningerne? 
 
Eleverne skulle komme frem til at:                
For at få eleverne til at opstille tilsvarende med minus:                 havde vi lavet nogle 
taleksempler, som via empiri skulle føre dem frem til sammenhængen, f.eks.:  
 
 
        _____________________________________________________ 
 
          ___________________________________________________ 
 
b                       c 
a 
 
A                       B 
A = ____________________________________ = ______________ 
 
B = ____________________________________ = ______________ 
 
Samlet areal = A + B                                                  = ______________ 
 
 
 
 
a 
 
b+c 
 
 
Samlet areal =  _________________________  = ______________ 
 
 
 
 
A             B 
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Tilsvarende arealopgaver og taleksempler, som skulle gøre det ud for henholdsvis et forklarende bevis og 
empiriske beviser, blev gennemført for at komme frem til den distributive lov, hvor to parenteser med hver 
to faktorer ganges med hinanden, samt en del af kvadratsætningerne. Vi ønskede at lede eleverne frem til 
at udlede følgende sammenhænge:  
                              
                              
                              
                  
 
Vi forestiller os, at der kan udarbejdes taleksempler, som via empiri kan få eleverne til at indse, at 
regnereglerne kan anvendes for negative tal. En forudsætning herfor er, at eleverne er fortrolige med at 
arbejde med negative tal, herunder at de forstår definitionen af negative tal og at       . 
 
Vi ønskede endvidere at få eleverne til at indse potensregnereglerne: 
              
  
  
        
         
     
 
  
   
Hertil konstruerede vi nogle taleksempler, som skulle lede eleverne frem til, at tallene i potenserne blev 
lagt sammen eller trukket fra hinanden, når man henholdsvis ganger eller dividerer et tal opløftet i én 
potens med det samme tal opløftet i en anden potens (empirisk bevis).   
Når de to første regler var erkendt, fik eleverne opgaver, som skulle vise dem, at de to sidste regler 
fremkommer af den anden regel. 
Eksempler på opgaver til interventionen ses nedenfor:  
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Udregn følgende: 
                              
 
                                 
 
                               
 
                                     
 
                                       
 
Kan du opstille en regneregel for nedenstående udtryk? 
 
                                     
 
 
Udregn følgende: 
 
         
   
                            
 
       
       
                            
 
   
       
                            
 
  
 
                            
 
Opgaverne starter med taleksempler, som eleven 
forholdsvis let bør kunne løse. Herefter indføres 
bogstaver, som eleven kan skrive ganget med sig 
selv svarende til potenstallet, og til sidst med så 
stor en talværdi i potensen, at eleven for ”lyst” til at 
indse en genvej til at løse opgaven 
Som ved gangestykkerne startes her med simple 
taleksempler. Tallene er skrevet det antal gange, de 
skal gange med sig selv, for at lede eleven frem til 
at forkorte brøkerne. 
Anden opgave, som giver 1 ved forkortning af 
brøken, er et taleksempel (empirisk bevis), som 
eleven senere kan bruge til at indse, at       
(forklarende bevis)    
Tredje opgave er et taleksempel, som eleven senere 
kan bruge til at indse, at      
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Kan du opstille en regneregel for nedenstående udtryk? 
 
  
  
                               
 
                                 
  
                                 
 
 
 
 
 
Da vores to udvalgte elever er meget forskellige, blev interventionsforløbene også afviklet forskelligt. 
Derfor har vi valgt at dele beskrivelsen af de tre interventionsforløb op, så de beskrives og behandles 
samlet for hver af de to elever; dog er det overordnede indhold og baggrundsmateriale ens for begge 
elevers interventionsforløb. 
Interventionsforløbene blev afviklet individuelt med eleverne, hvor Tina primært stod for 
interventionsforløbene med Frederikke, og Henrik primært stod for forløbene med Christian. Dog har både 
Tina og Henrik været med til hver af de to elevers første interventioner. 
 
Matematik: For mange huskeregler? 
2. semester 
Side 28 
Intervention, Frederikke 
Vi startede med at forklare Frederikke vores hensigt med forløbet - at vi ønskede at præsentere hende for 
nogle få matematiske vedtagelser (aksiomer), hvorefter det var vores mål, at hun ved egen handling, ved at 
gennemgå et planlagt forløb, skulle bringes til at indse nogle logiske sammenhænge. Vi forklarede 
Frederikke, at matematikken ikke består af så mange ”huskeregler” der skal læres udenad, som hun 
umiddelbart troede, og at det var vores håb, at forløbet ville være med til at give hende mere forståelse og 
overblik indenfor aritmetik og algebra.  
 
Interventionsforløb 1, Frederikke 
I det første interventionsforløb med Frederikke, anvendte vi det materiale der er listet op i Tabel 2. Selve 
interventionsmaterialet findes i Appendiks 4: Intervention 1-3, side 105. 
Emne Sider i interventionsmaterialet 
Aksiomer: addition og multiplikation, samt deres 
modsatte operationer: subtraktion og division 
1 
Regnearternes hierarki 2-3 
Konstant ganges ind i to-ledet parentes  4-5 
Tabel 2 Materiale gennemgået ved Frederikkes første interventionsforløb 
 
Frederikke blev præsenteret for de to aksiomer for addition og multiplikation, hvor vi forklarede hende 
definitionen af subtraktion og division som disses modsatte operationer.  Vi forklarede hende, hvordan 
operationerne kan vises anvendt på en tallinje, som Frederikke genkendte fra tidligere. Vi forklarede 
endvidere Frederikke, hvordan regnestykkerne kan se ud med anvendelse af bogstaver i stedet for tal.     
Frederikke gav tydeligt udtryk for, at det hjalp hende at få plus og minus samt tilsvarende gange og division 
præsenteret som henholdsvis definitioner og modsætninger. Hun fortalte også, at det hjalp hende at se 
taleksempler ved siden af bogstaveksempler, som var helt identiske, bortset fra at tallene var udskiftet med 
bogstaver.  
Frederikke blev præsenteret for regningsarternes hierarki, hvor vi talte om, hvorfor vi har det, og hvordan 
det anvendes. I forbindelse med diagnosticeringsforløbet havde Frederikke svaret korrekt på spørgsmålet 
om, hvad regningsarternes hierarki er, og hvorfor vi har det, så det var ikke ukendt for hende. 
Frederikke løste opgaverne side 2 og 3 i interventionsforløbet, hvor hun skulle bringe regningsarternes 
hierarki i anvendelse.  Hun lavede i første omgang fejl i den første opgave, hvor hun regnede højt: 
 
        ___________________________ 
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Frederikke:  ”I princippet er det vel lige meget, om man starter med at sige plus eller 
minus? Det burde det være” 
 ”3 minus 5 giver 2, og så giver det 10” 
Lærer:  ”Hvorfor?” 
Frederikke:  ”Fordi at 3 minus 5 må give 2… eller giver 3 minus 5 minus 2? Åh det er tricky” 
Lærer:  ”Hvad skulle tale for, at det giver minus 2?” 
Frederikke:  ”Så kan det være, at det giver 6? Det er fordi, at det står i den forkerte 
rækkefølge. Omvendte” 
Lærer:  ”Prøv at bruge tallinjen” 
Frederikke:  ”Så må 3 minus 5 give minus 2, fordi at vi går imod venstre på tallinjen, så vi 
kommer ud på den anden side af tallinjen. Så det må give 6.” 
 
Her så vi, at det hjalp Frederikke at komme helt ”tilbage” til tallinjen, som hun forstod. 
I den anden opgave begik Frederikke en fejl, hvor hun indsatte en ikke-eksisterende parentes i forbindelse 
med udregningen af: 
        _______________________ 
 
Figur 2 Frederikke har ved udregning af opgaven i hovedet selv indsat en parentes. Vi bad hende markere parentesen på papiret, 
da vi vendte tilbage opgaven for at se hvorfor hun ikke regnede den korrekt. 
 
Frederikke: ”5 + 3 = 8 og 8 – 8 = 0” 
Lærer:   ”Hvorfor tog du det i denne rækkefølge” 
Frederikke:   ”Det ved jeg faktisk ikke, tror bare, at jeg altid starter herude” 
 
Efter at Frederikke havde udregnet en del opgaver med parenteser rigtigt, bad vi hende om at gå tilbage til 
opgave nr. 2 og forklare, hvad hun havde tænkt og gjort: 
 
Lærer:  ”Gå tilbage til andet stykke. Prøv at regne fra venstre imod højre.” 
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Frederikke:  ”8 – 5 = 3 og 3 + 3 = 6 så giver det 6. Det giver jo ikke mening. ” 
Lærer:  ”Nej, for så er der jo forskel på resultatet, afhængigt af, hvordan vi gør det” 
Frederikke:  ”Skal man så starte med plus, fordi at det står i venstre side?” 
Lærer:  ”Nej, man må selv bestemme, om man starter med plus eller minus” 
Frederikke:  ”Nå, så den har to svar?” 
Lærer:  ”Kan den have det?” 
Frederikke:  ”Nej, det kan den ikke!” 
Lærer:  ”Kan vi lige tage det på den måde, du oprindeligt regnede den på?” 
Frederikke:  ”5 + 3 = 8 og 8 – 8 = 0” 
Lærer:  ”Så du har egentlig sat en parentes rundt om (5 + 3)” 
 
Frederikke opdagede, at det var forkert, og hun indså, at det betød noget, at hun satte en ”usynlig” 
parentes efter et minus; så blev resultatet forkert, fordi at hun dermed ændrede fortegn på alt inde i 
parentesen. Se Figur 2 side 29. 
Frederikke havde brug for hjælp til at komme i gang med de regnestykker, hvori der indgik brøker. Vi bad 
hende huske på, hvad brøkstregen betyder. Hun huskede, at det er division, og så gik det godt, indtil at der 
stod flere tal i tæller og/eller nævner.  Vi fortalte Frederikke, at der står ”skjulte” parenteser om det, som 
står i tæller og nævner. Herefter klarede Frederikke talopgaverne. Hun udviste dog stor usikkerhed i at 
anvende den lille tabel, når hun skulle gange og dividere. 
Opgaverne med reduktion gik galt for Frederikke, hvor der stod noget udenfor en parentes, som skulle 
ganges ind på flere led. Hun skulle her anvende den distributive lov. Det kunne hun ikke, når der indgik 
bogstaver. Frederikke havde også udfordringer, når et bogstav skulle ganges med sig selv:  
 
 
Figur 3 Frederikke havde udfordringer med at gange ind i en parentes. 
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Frederikke: ”         ” 
Lærer:  ”Hvad er    ?”  
Frederikke:  ”Det er  ” 
Lærer:  ”Hvad er    ?” 
Frederikke:  ”Det er 4” 
Lærer:  ”Hvordan kan man også skrive    ?” 
Frederikke:        
Lærer:  ” Hvad så med    ?” 
 
Frederikke indså efter meget vejledning, at        
For at lede Frederikke frem til at udlede den distributive lov med et forklarende bevis, blev hun stillet 
opgaverne med udregning af arealer. De første opgaver indeholdt talværdier (empirisk bevis), og herefter 
var der en opgave, hvor sidelængderne på rektanglerne havde benævnelserne a, b og c.  
Frederikke udførte opgaven, som vi forventede:  
 
Figur 4 Frederikke løste opgaverne med arealer og fandt frem til den distributive lov som forventet. 
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Konklusion på intervention 1, Frederikke 
Frederikke havde udfordringer med at anvende regningsarternes hierarki, hvor hun havde en tendens til at 
sætte ”skjulte selvopfundne parenteser”. Men hun forstod, hvad hun havde gjort forkert, og hvad hun 
skulle have gjort, når vi stoppede hende og bad hende overveje en ekstra gang. Frederikke havde endvidere 
udfordringer med at gange bogstaver med sig selv, f.eks. at       . 
Frederikke havde problemer med at gange ind i parenteser, hvor der forekom bogstaver inde i 
parenteserne. Hun kom selvstændigt frem til den distributive lov: a              med 
eksperimenterende/ forklarende udledning af sammenhængen med de konstruerede arealopgaver. Derfor 
havde vi en forventning om, at hun nu havde taget reglen til sig, og ville have lettere ved at anvende den i 
fremtiden.  
 
Interventionsforløb 2, Frederikke 
I det andet interventionsforløb med Frederikke, anvendtes det materiale, der er vist i Tabel 3. 
Emne Sider i interventionsmaterialet 
Regneregel for a(b-c) 6 
Areal af 4 rektangler; sum af to ledet 7-9 
(a + b)∙(c + d) = a∙c + a∙d + b∙c + b∙d 10 
(a + b)∙(c – d) = a∙c – a∙b + b∙c – b∙d 11 
(a – b)∙(c – d) = a∙c – a∙d – b∙c + b∙d 12 
(a + b)∙(a – b) = a2 + b2 12 
Tabel 3 Materiale gennemgået til Frederikkes andet interventionsforløb 
 
Interventionen startede med en repetition af, hvad Frederikke havde lavet og var kommet frem til ved 
sidste intervention. Det var en snak om matematik som videnskab og fagets opbygning med aksiomer og 
logiske sammenhænge samt definitionerne på plus, minus, gange og division, regningsarternes hierarki og 
den distributive lov, som hun selv havde konstrueret sig frem til med arealer. 
Herefter regnede Frederikke nogle opgaver, hvor hun skulle anvende den distributive lov          
     . Hun løste opgaverne uden problemer.  
Frederikke blev herefter bedt om at beregne nogle regnestykker med tal, som skulle lede hende frem til en 
empirisk erkendelse af sammenhængen               , hvilket gik som forventet (se Figur 5). 
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Figur 5 Frederikke kom frem til sammenhængen a(b-c)=a∙b-a∙c 
 
Frederikke fik flere arealopgaver, hvor hensigten var, at hun med et forklarende bevis skulle komme frem til 
reglen: 
                              
Frederikke løste først opgaver, hvor der var talværdier på sidelængderne i rektanglerne (empiri). Disse løste 
hun uden problemer. Der var en opgave, hvor sidelængderne dels er bestemt ved tal, dels ved bogstaver. 
Frederikke opskrev beregning af arealerne korrekt, men hun gangede ikke ind i parenteserne: 
 
Figur 6 Frederikke gangede ikke ind i parenteserne. 
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Ved opgaven, hvor sidelængderne havde størrelserne a, b, c og d, kom hun som forventet frem til den givne 
sammenhæng, som det ses på Figur 7: 
 
Figur 7 Frederikke kom frem til sammenhængen (a+b)(c+d) = a∙c+a∙d+b∙c+b∙d, og hun satte ”buer” på, som indikerer, at hvert tal 
i den ene parentes ganges med hvert tal i den anden parentes. 
Frederikke fik efterfølgende talopgaver, som skulle lede hende frem til en empirisk erkendelse af følgende 
sammenhænge: 
                              
                              
             +    
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Frederikke kom igennem udledningerne med en del lærerhjælp. Særligt hvor der var negative fortegn, var 
der udfordringer. Frederikke bemærkede følgende ved to af opgaverne, som det ses på Figur 8: 
 
                                     
Figur 8 Frederikke havde problemer med at holde styr på fortegn, men hun var opmærksom på det. 
 
 
Det viste sig, at det var nødvendigt at indføre bogstaver lige ovenover tallene i opgaverne, for at holde styr 
på hvad der skete. Et eksempel herpå er vist nedenfor på Figur 9: 
 
Figur 9 Frederikke havde brug for, at de bogstaver, som kunne erstatte tallene i formlerne, blev skrevet lige over tallene, for at 
hun kunne se sammenhængen. 
 
 
  
 
”Lige så snart det bliver minus, bliver 
det f…... svært for mig” 
”Kan man gange med noget, der bliver 
negativt?” 
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Konklusion på intervention 2, Frederikke 
Frederikke kom eksperimentelt frem til de ønskede regneregler som forventet.  Hun udviste dog stadig en 
stor usikkerhed i forbindelse med udregninger. Derfor konstruerede vi nogle øvelsesopgaver, som 
Frederikke skulle løse på egen hånd derhjemme inden næste intervention. Opgaverne indeholdt øvelser 
indenfor alle udledte regneregler, og opgaverne var konstrueret, således at de passede sammen parvis, dog 
blandede, således at Frederikke selv kunne kontrollere, om hun havde løst opgaverne rigtigt. Opgaverne 
med Frederikkes løsning ses i Appendiks 5: Hjemmeopgaver til Frederikke, side 120. 
 
Interventionsforløb 3, Frederikke 
I det tredje interventionsforløb med Frederikke, anvendte vi det materiale, der er listet op i Tabel 4. 
Emne Sider i interventionsmaterialet 
Øvelser I anvendelse af den distributive lov med 
hhv. tal og bogstaver 
Ekstra øvelser side 1-3 
               13 
  
  
      14-15 
     15 
    
 
  
 15 
Tabel 4 Materiale gennemgået ved Frederikkes tredje interventionsforløb 
 
Interventionen startede med, at Frederikke fik hjælp til at løse den del af øvelsesopgaverne, som hun havde 
opgivet at løse derhjemme på egen hånd. Frederikke havde stadig en udfordring med at huske, at hun ikke 
måtte sætte ”hjemmelavede” parenteser omkring led, som hun ønskede at udregne med tallene parvis for 
at lette regnearbejdet, og hun havde problemer med at opløfte både tal og parenteser i anden potens. På 
Figur 10 ses et eksempel på en sådan fiktiv parentes, som Frederikke satte ved opgaveløsning. 
 
Figur 10 Frederikke satte en ”hjemmelavet” parentes omkring de sidste to led, inden hun trak fra. 
 
På Figur 11 ses et eksempel på en opgave, hvor Frederikke skulle opløfte tal i anden potens, og hvordan det 
ikke altid lykkedes for hende. 
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Figur 11 Frederikke lavede fejl ved opløftning i anden potens, men det var ikke konsekvent, øverste linje er korrekt. 
 
I opgaverne, som skulle lede Frederikke frem til at indse potensregnereglerne, startede hun med at skrive 
tallene ned rigtig mange gange og lave mellemregninger, før hun indså, at potenserne kan lægges sammen. 
Dette ses for eksempel på Figur 12, hvor hun næsten fik skrivekrampe over at skulle skrive 15 tretaller efter 
hinanden. 
 
Figur 12 Eksempler på udregning af potenser, hvor Frederikke opgav de sidste udregninger. 
 
Da der var så mange tal / bogstaver, som skulle skrives ned og ganges sammen, at det føltes 
uoverkommeligt, tænkte Frederikke sig om og kom frem til sammenhængen. Dette ses på Figur 13. 
 
Figur 13 Her indses sammenhængen, og reglen formuleres. 
 
Ud fra erkendelsen nederst på Figur 13, fik Frederikke opskrevet regnereglen for produktet mellem to ens 
grundtal opløftet i potenser. Dette ses på Figur 14. 
 
Figur 14 Frederikke kom frem til regnereglen for produktet af to ens grundtal med potenser. 
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Frederikke havde svært ved at komme i gang med at udregne opgaverne med brøker. Det var nødvendigt 
for Frederikke at få repeteret, hvordan man ganger en brøk med et tal, samt hvordan man forkorter en 
brøk.  Efterfølgende arbejdede Frederikke sig igennem opgaverne og erkendte potensregnereglerne, dog 
med en del lærerstøtte for de sidste to reglers vedkommende. Dette ses på Figur 15. 
 
          
Figur 15 Eksempler på potensopgaver med division. 
 
Ligesom ved gangestykkerne gav det anledning til at tænke sig grundigt om, når der var mange tal, som 
skulle skrives ned og arbejdes med. Dette ses på Figur 16. 
 
      
Figur 16 Her ræsonnerede Frederikke sig frem til potensregnereglen for brøker. 
 
Frederikke fik lærerhjælp til at indse de sidste to sammenhænge som vist på Figur 17: 
 
Frederikke: Lærer: 
 
Figur 17 Her fik Frederikke hjælp til at ræsonnere sig frem til a
0 
= 1. 
Frederikke: 
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På Figur 18 ses, hvordan Frederikke fik hjælp til at udlede potensregnereglen for a-n. 
 
Frederikke: 
 
 
Lærer: 
 
 
Figur 18 Her får Frederikke hjælp til at ræsonnere sig frem til a
-n
 = 1/a
n
 
Frederikke: 
 
 
 
 
 
Konklusion på intervention 3, Frederikke 
Frederikke kom frem til de ønskede potensregneregler. Dér, hvor Frederikke fik brug for lærerhjælp, 
sørgede vi for, at Frederikke var med på hvad der skete, så hun personligt fik erkendt de givne 
sammenhænge ud fra noget, som hun kendte i forvejen igennem udøvelse af matematik, som dog ind 
imellem krævede lærerstøtte. 
 
Intervention, Konklusion, Frederikke 
Frederikke har gennemført de planlagte interventionsforløb, hvor hun selvstændigt ræsonnerede sig frem 
til de sammenhænge, vi havde planlagt hun skulle komme frem til. Hun udviste forståelse for udledning af 
regnereglerne, særligt hvor sammenhængene var visualiseret med arealer, og hun havde ifølge eget udsagn 
hjælp af at indsætte bogstaver over tallene i efterfølgende regnestykker, som hjalp hende til at indse 
formlernes generalitet.  Frederikke havde nogle regnetekniske udfordringer, som gjorde det nødvendigt at 
støtte hende undervejs for at sikre, at vi nåede i mål med de planlagte erkendelser. Denne hjælp har 
tilsyneladende ikke haft indflydelse på Frederikkes følelse af, at hun har ”forstået logikken” i noget som for 
hende tidligere var en stor mængde uoverskuelige huskeregler. Hun viste klart, når noget gik op for hende, 
og vi fornemmede, at hun fik en forståelse at, at der findes logik bag den del af matematikken, som vi 
arbejdede med. 
Frederikke går i 2.g og skal afslutte HTX matematik B til sommer. Vi har Frederikke til matematik, og dér har 
vi bemærket, at hun indenfor de sidste måneder har fået mod på at forstå de matematiske metoder vi 
anvender. Dette selvom hun ikke altid har de nødvendige matematiske færdigheder til at kunne løse en 
opgave selvstændigt fra ende til anden uden hjælp. Et eksempel på dette ses for eksempel når vi anvender 
differentialregning til optimeringsopgaver. Frederikke forstår, at hun skal lave en funktion, og at maksimum 
og minimum kan findes i de punkter, hvor der er en vandret tangent. Frederikke kan ikke selv opstille den 
rigtige funktion, og hun kan ikke differentiere den, men hun kender og forstår metoden. Tilsvarende har vi 
set i integralregning, at hun ved, at vi kan udregne arealer imellem grafer. Her deltager hun aktivt i at 
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tænke løsningsmetoder igennem i gruppearbejdet med andre, selvom hun ikke ved, hvordan en 
stamfunktion bestemmes. 
 
Intervention, Christian 
Forud for interventionsforløbet med Christian, havde vi til diagnosticeringsforløbet fået underbygget vores 
teori om, at Christian faktisk havde en vis forståelse for matematik; Christian var bevidst om, at der findes 
et hierarki for regneoperationer, at de er ”menneskebestemte” og at disse spilleregler nødvendigvis må 
være til, for at man derved altid kommer frem til de samme resultater, når man udregner et regnestykke. 
Vi diagnosticerede Christians matematikproblemer til i hvert fald at have noget at gøre med Christians 
opfattelse af matematik som en stor samling udenadslære i form af huskeregler. Vi skulle derfor i 
interventionsforløbene have Christian til at erkende, at matematikken kun indeholder få aksiomer, og at 
han herudfra kan udlede de matematiske ”regler”, som han havde opgivet at huske udenad. 
 
Interventionsforløb 1, Christian 
Formålet for første interventionsforløb med Christian var, at han blev præsenteret for 2 aksiomer (addition 
og multiplikation, samt deres modsatte operationer subtraktion og division), regnearternes hierarki, samt 
det at gange en konstant ind i en parentes, og starte på at udlede kvadratsætningerne. I Tabel 5 ses, hvilke 
sider i interventionsmaterialet dette omhandler. 
Emne Sider i interventionsmaterialet 
Aksiomer: addition og multiplikation, samt deres 
modsatte operationer: subtraktion og division 
1 
Regnearternes hierarki 2-3 
Konstant ganges ind i to-ledet parentes 4-5 
Regneregel for a(b-c) 6 
Areal af 4 rektangler; sum af to ledet 7-9 
(a + b)∙(c + d) = a∙c + a∙d + b∙c + b∙d 10 
Tabel 5 Materiale gennemgået ved Christians første interventionsforløb 
 
Christian blev ikke fornærmet over at vi startede med addition, subtraktion, multiplikation og division, men 
godtog dette som ”begyndelsen på det hele”.  
Regnearternes hierarki havde Christian heller ikke noget imod, og han havde allerede i diag-
nosticeringsforløbet selv redegjort for dennes nødvendighed. De efterfølgende opgaver, hvor der skulle 
gøres brug af regnearternes hierarki, udregnede Christian uden problemer, og til hver udregning 
begrundede han sine beregninger. På Figur 19 ses Christians udregning af et kompliceret reduktionsstykke. 
Hvis man i første omgang ser bort fra, at lighedstegnet på et tidspunkt anvendes som symbol for 
mellemregning, så løste han opgaven uden problemer. Undervejs i løsningsprocessen gik han tilbage til side 
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2 i interventionsmaterialet for at følge op på, hvor i hierarkiet en given operation var placeret. Det var 
eneste gang, vi så Christian misbruge lighedstegnet, og vi fik en kort snak om snak om, hvad lighedstegnet 
betyder. Det kan eventuelt stamme fra nogle symbol og formalisme problemer. 
 
Figur 19 Christian udregnede uden problemer reduktionsopgaverne. Der optræder dog et misbrug af lighedstegn, som ved 
udregningen også blev anvendt som symbol for en mellemregning. 
 
Som introduktion til det at gange en konstant ind i en parentes, tog vi udgangspunkt i en arealberegning af 
to rektangler. Dette ses på Figur 20. 
 
Figur 20 Opstilling af arealberegning af to rektangler. 
 
Herefter blev de to rektangler sat sammen, og Christian opskrev det samlede areal (se Figur 21). 
 
Figur 21 Opstilling af arealudregning af to sammenhængende rektangler. 
Ud fra ovenstående kunne Christian selv udlede den regneregel, der gælder, med et forklarende bevis (se 
Figur 22). 
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Figur 22 Opstilling af regneregel ud fra de to foregående sammenhæng. 
Efterfølgende gjorde Christian brug af sin udledning, idet han regnede parentesopgaver uden problemer. 
Dog begyndte han at lave ekstra, unødige mellemregninger som det ses på Figur 23. 
 
Figur 23 Udregning af opgave med parentes. 
 
I stedet for bare at skrive         , så skrev Christian        og       . Hans begrundelse 
herfor var, at ”Så er jeg sikker på at jeg får dokumenteret nok. Jeg ved jo ikke hvad I [læreren] vil have. Jeg 
har tit oplevet, at I forlanger alle mellemregninger”. En understregning af, at han ikke har tillid til 
matematikken og betydningen af det, han skriver. Her ser vi Christians beliefs omkring 
matematikunderviseren. 
Christian fortsatte med interventionsmaterialet og sluttede denne første intervention af med at 
konkludere, at                             . Dette gjorde han ud fra opgaven med 
rektangler, som skulle lede ham igennem et forklarende bevis, se Figur 24. 
 
Figur 24 Opstilling af udtryk for arealberegning af fire sammenhængende kvadrater. 
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Delkonklusionen efter Christians første interventionsforløb var, at Christian uden problemer accepterede 
de få aksiomer samt regnearternes hierarki, samt efterfølgende gjorde brug af dette til at foretage 
reduktion, gange ind i parenteser, samt udlede den distributive lov ved at løse de designede opgaver. 
Christian vurderedes motiveret overfor processen, og han havde fået ophøjet det gennemgåede stof til 
matematisk logik. 
Christian udtalte selv efter dette første interventionsforløb at ”Når jeg i fremtiden ser en opgave af denne 
type, så ved jeg, at det er noget, jeg kan. Hvis ikke det giver mening for mig at se det på denne her måde 
[som algebraisk udtryk], så kan jeg gå over og se den på den her måde [som grafisk repræsentation af areal 
af fire rektangler]”.  
 
Konklusion på intervention 1, Christian 
Christian var meget engageret i at deltage i forløbet. Der var kun få gange, hvor han lavede fejl i opgaverne, 
eller der var behov for at rette ham. Det anså vi som et meget positivt tegn for, hvor langt vi kunne komme 
med Christian.  
Vi var overbeviste om, at Christian forstod meget mere matematik, end han selv troede; han skulle bare 
hjælpes til at erkende det, og bekræftes i at han var på rette vej. 
 
Interventionsforløb 2, Christian 
Christian fortsatte med interventionsmaterialet, og gennemgik en empirisk udledning af kvadratsæt-
ningerne som vist i Tabel 6. 
Emne Sider i interventionsmaterialet 
(a + b)∙(c – d) = a∙c – a∙b + b∙c – b∙d 11 
(a – b)∙(c – d) = a∙c – a∙d – b∙c + b∙d 12 
(a + b)∙(a – b) = a2 + b2 12 
Tabel 6 Materiale gennemgået ved Christians andet interventionsforløb 
 
Der var gået lidt over en uge fra det første interventionsforløb til det næste, men Christian var helt med på, 
hvad det var han havde fundet ud af sidste gang. 
Da Christian skulle regne stykket       , mente han, at regnearternes hierarki siger, at potenser skal 
regnes før parenteser (han kiggede ikke efter for at tjekke). Derfor udregnede han stykket som vist på Figur 
25. 
 
Figur 25 Udregning hvor potens (fejlagtigt) udregnes før parentes. 
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Herefter blev Christian spurgt om hvad resultatet ville give, hvis tallene i parentesen blev udregnet, før de 
blev opløftet i anden potens, og her indså Christian, at det ville give       . Christians opmærksomhed 
henledtes på oversigten over regnearternes hierarki, og han erkendte, at parentesen skulle udregnes først. 
Derfor måtte det rigtige resultat være 49. 
Efter at have løst den efterfølgende opgave med             (se Figur 26), og selv have indset, at 
resultatet er det samme som for       , blev Christian bedt om at kigge på stykket med        igen 
(Figur 25). 
 
Figur 26 Kvadratet på 2-ledet størrelse udregnes uden problemer. 
 
Christian blev bedt om at opskrive        som             og sammenligne det med resultatet af 
opgaven vist på Figur 26. Dette opskrev Christian som vist på Figur 27. I denne proces indså Christian, at 
han i sin oprindelige udregning af                manglede leddet      , der her giver 
        . Differensen mellem de 25, som han først udregnede stykket til, og de 49 han fik ved at lægge 
3 og 4 sammen, inden det blev kvadreret, findes i leddet 2 ∙ 3 ∙ 4 = 24. 
 
Figur 27 Omskrivning af (3+4)
2
 til (3+4)∙(3+4), samt erkendelse af, at de manglende 24 stammer fra 2∙3∙4 (altså leddet 2∙a∙b). 
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Christians umiddelbare udtalelse var, at ”… det er mystisk at det ved tal ikke bare er 32+42, men det giver 
mere logisk mening når jeg regner med bogstaverne”. 
Når Christian skal udregne en serie af talværdier, sætter han ofte parenteser omkring tallene to og to. 
Dette gør han, fordi ”… så kan jeg bedre overskue det. Jeg ved godt, at det ikke er nødvendigt, men for mig 
giver det mening”. Dette havde hidtil ikke givet ham problemer, men pludselig giver metoden bagslag. 
Dette ses på Figur 28. 
 
Figur 28 Ved at sætte parentes omkring de sidste to led uden at ændre fortegnet inde i parentesen, giver regnestykket ikke 
længere det ønskede resultat. 
 
Christian havde gennemskuet, at opgavens resultat skulle give det samme som opgaven umiddelbar før, da 
det er to måder at vise det samme på. Men da denne opgave gav et negativt resultat, kunne det jo ikke 
være det samme som ovenfor. Der opstod en kognitiv konflikt hos Christian (Tall & Vinner, 1981, s. 154), og 
han ræsonnerede sig herefter frem til, at fejlen måtte opstå i forbindelse med den måde eller rækkefølge, 
han havde valgt at udregne værdierne på. Problemets rod måtte være, at han satte parenteser, som hans 
eget begrebsbillede (Vinner & Dreyfus, 1989, s. 356) fortalte ham var harmløse at sætte. Han kom i tanke 
om at ”… en negativ parentes skal have ændret fortegnet inde i parentesen”. Efter at additionen i 
parentesen         blev ændret til subtraktion, kom stykket til at give det rigtige resultat.  
 
Konklusion på intervention 2, Christian 
Konklusionen på interventionsforløb 2 var, at Christian gjorde anvendelse af den distributive lov, som han 
havde udledt under interventionsforløb 1. Han kunne desuden selv ræsonnere sig frem til hvor han havde 
begået regnefejl (og dermed ”forbrudt sig” mod regnearternes hierarki).  
Han udledte kvadratsætningerne empirisk ved at løse de opgaver, vi havde udarbejdet til forløbet. 
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Interventionsforløb 3, Christian 
Christian fortsatte interventionsforløb 3 en lille uges tid efter interventionsforløb 2. Indholdet i dette 
interventionsforløb er vist i Tabel 7. 
Emne Sider i interventionsmaterialet 
               13 
  
  
      14-15 
     15 
    
 
  
 15 
Tabel 7 Materiale gennemgået ved Christians tredje interventionsforløb 
 
Christian startede med at regne potensopgaverne med tal, og regnede i første omgang med 
mellemregning. Dette ses på Figur 29. 
 
Figur 29 Udregning af potensopgaverne: der udregnes med mellemregning, og 2
7
 udregnes step by step. 
 
Efter at have udregnet opgaven med       som vist øverst på Figur 29, indså Christian, at facit kunne 
findes ved at addere de to potenser med hinanden. Det gjorde han så efterfølgende, og han kunne herefter 
selv ræsonnere, at            som det ses på Figur 30. 
 
Figur 30 Regneregel for a
n 
∙ a
m
 udledes uden problemer. 
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Christian fortsatte med at regne potensopgaver, og på Figur 31 ses tre eksempler på potensopgaver, han 
regnede, hvori der indgår division. I det sidste tilfælde, hvor tælleren blev forkortet væk, fik Christian i 
første omgang hele brøkstregen til at forsvinde, således at stykket gav 3. Adspurgt om hvad der egentlig 
stod tilbage ovenover brøkstregen, kom Christian selv frem til, at der måtte stå 1. 
                 
Figur 31 Her ses tre eksempler på potensopgaver med division. 
 
 
Efter disse opgaver ræsonnerede Christian, at man kan skrive 
  
  
 som vist på Figur 32. 
 
Figur 32 Potensregneregel blev ræsonneret ud fra opgaver regnet med tal. 
 
Adspurgt om det har en betydning, hvorvidt man kan selv kan bestemme rækkefølgen på n og m, fastslog 
Christian, at det skal være som vist på Figur 32, fordi ”… ellers bliver der problemer med fortegnet”, hvilket 
var helt korrekt observeret. 
Christian udregnede, igen uden de store betænkninger, at 
  
  
   (se Figur 33).  
 
Figur 33 Udregning af brøk med ens tæller og nævner. 
 
Da Christian får opgaven:    _____ udbryder han ”Åh, det er det, som jeg på Nettet har set, at man bare 
skal acceptere skal give 1! Jeg spurgte tidligere en 3. års [elev] om det, og han sagde, at beviset for det 
fyldte helt vildt meget”. Da Christian efterfølgende fik at vide, at han om mindre end 2 minutter selv ville 
have lavet beviset for at     , så han meget mistroisk ud. 
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Christian blev bedt om at skrive et regnestykke op, hvor han udnyttede den viden, han lige havde erfaret 
omkring potensudregningerne, så han fik potensstykket    til at give 1. Herefter skrev Christian 
  
  
 (se Figur 
34). Christian blev herefter bedt om at indsætte tal, og regne efter om det var korrekt. Dette ses også på 
Figur 34. 
 
Figur 34 Ræsonnement af at a
0
 kan skrives som a
n - n
, og dermed må give 1. 
 
Vejen til at få Christian til at acceptere, at en negativ eksponent ikke medfører et negativt resultat, var ikke 
ligetil. Christians forestilling om den negative potens var, at det måtte fremkomme, når man gangede et 
ulige antal negative ens tal sammen. Det kunne f.eks. være: 
                             
Christian var selv opmærksom på, at det skulle være et ulige antal, da potensen ellers ville give et positivt 
resultat, ud fra at minus gange minus giver plus. Han blev bedt om at udregne stykket: 
       
Det, kunne Christian godt se, ville give    , og vi fik en snak om, at eksponenten jo angiver antallet af 
gange, som grundtallet er ganget med sig selv. Christian blev herefter bedt om at udregne:  
  
  
 
Det gjorde han og fik 
  
  
 
 
  
    .  
Derefter fik han stykket: 
  
  
 
som han ser giver 
  
  
 
 
  
    . Herefter erkender han, at hvis     i stykket 
  
  
, ja så bliver 
eksponenten negativ, og samme numeriske værdi, som eksponenten hvis resultatet var skrevet som en 
brøk. Dette ses på Figur 35. 
 
Figur 35 Ræsonnement af at a
-n
 kan skrives som brøk. 
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Christian blev herefter forholdt med realiteten om, at han nu lige havde udledt potensregnereglerne, og de 
eneste huskeregler, han havde gjort anvendelse af, var de helt grundlæggende aksiomer samt 
regnearternes hierarki. Det forbløffede ham, rigtig meget. Men han var også tydelig stolt… 
Efter den planlagte intervention, ønskede Christian at få opklaret mysteriet omkring det at isolere i 
algebraiske ligninger. Vi gennemgik herefter et kort interventionsforløb med brug af ligevægtsmodellen 
(Rosendahl & Kærgaard, 2014, s. 28), samt (Filloy & Rojano, 1989), og herefter var isolering i ligninger ikke 
nær så mystisk. 
 
Konklusion på intervention 3, Christian 
Christian forbløffede sig selv gennem dette interventionsforløb. Han var forundret over, at han faktisk selv 
kunne udlede potensregnereglerne, og især den med at a0 = 1. 
Vi var derimod ikke så forundrede som Christian selv, da vi ud fra de tidligere interventionsforløb havde 
erfaret, at Christian har en stor forståelse for logik og matematik. 
 
Intervention, Konklusion, Christian 
Helt tilbage ved diagnosticeringsforløbet med Christian stod det for os klart, at Christian godt kunne finde 
ud af matematik; han vidste det bare ikke selv. Eller rettere: han havde fået sig selv overbevist om, at han 
ikke kunne matematik. 
Gennem interventionsforløbet, som Christian klarede uden store problemer, fik han opbygget en tro på, at 
man bare ved brug af addition, subtraktion, produkt og division samt regnearternes hierarki, både kan 
opskrive og ræsonnere sig frem til den distributive lov, kvadratsætningerne samt potensregnereglerne. 
Christian selv var forbløffet over sin kunnen, men har nu fået øjnene op for hvad han kan. 
I den daglige matematikundervisning har vi iagttaget Christian, hvor vi tydeligt har registreret, at han har 
ændret holdning til faget. Christian er begyndt at arbejde i faget med en tro på, at det kan lade sig gøre for 
ham at lære noget, og han har besluttet sig for, at han vil vise os hvad han kan. Han har netop afsluttet 
matematik B eksamensprojektet, som han har arbejdet med i ca. 3 uger. I denne periode oplevede vi 
Christian arbejde målrettet og koncentreret, og han fortalte os, at han havde besluttet sig for, at han ville 
igennem alle opgaverne; og det kom han. En hurtig gennemgang af det han har afleveret, viste, at det ser 
godt ud. Så det, at Christians beliefs omkring matematikfaget er blevet ændret fra at være en 
usammenhængende mængde huskeregler, til at være noget som kan forstås, har tydeligvis givet ham troen 
på, at han kan lære og præstere i faget. Vi føler endvidere, at det at Christian har fået ”opmærksomhed” 
under selve interventionsforløbet, hvor vi undervejs har kunnet forklare ham og vise ham at han faktisk 
havde god forståelse for matematikken, har givet ham lyst til at arbejde videre. Vi kan derfor konkludere, at 
interventionsforløbene med Christian har været en succes. 
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Konklusion 
Vi har gennemført dette forløb af matematikvejlederuddannelsen, hvor fokus var ræsonnement og 
bevisførelse. Vi valgte at arbejde med emnet på den måde, at vi ville undersøge, i hvor høj grad elevers 
manglende kendskab til de ræsonnementer og beviser, der ligger bag ved de matematiske regneregler, kan 
være skyld i de problemer, eleverne har indenfor aritmetik og algebra. Dette underbygges også af teorien 
omkring elevers beliefs omkring matematik. 
Vi har designet et interventionsforløb, hvor vi startede med at forklare eleverne, hvordan matematik er 
som videnskab. Dette gjorde vi med ønske om at eleverne skulle være klar til at se forskel på matematiske 
vedtagelser (aksiomer) og det, som kan skabes derfra med logiske argumenter og slutninger. Vi ønskede at 
sikre os, at elevernes beliefs omkring matematisk som videnskab var på plads, inden de selv skulle bringe 
videnskaben i anvendelse (Education Committee of EMS, 2013), (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002) 
og (Schoenfeld, 1992).  
Interventionsforløbet indeholdt en præsentation af definitionen af summation og multiplikation samt 
disses omvendte funktioner og en præsentation af regningsarternes hierarki.  Eleverne skulle herefter 
arbejde med nogle konkrete opgaver, hvor de igennem matematisk udøvelse skulle adaptere ny viden 
(Brousseau, 1997), som her var den distributive lov, en del af kvadratsætningerne og potensregneregler. 
Opgaverne var designet således, at eleverne indenfor hvert underemne / sætning først blev præsenteret 
for nogle taleksempler, som skulle udgøre et empirisk bevis (Education Committee of EMS, 2011) (Harel & 
Sowder, 2007). Vores hensigt med dette var, at eleverne herved skulle blive fortrolige med sandheden af 
den sammenhæng, som de efterfølgende, for en del af sætningernes vedkommende, skulle bevise som 
gældende generelt; altså med et ”rigtigt” bevis. Disse ”rigtige” beviser havde vi konstrueret som 
forklarende beviser (Hanna, 1990). De forklarende beviser havde vi opbygget med nogle arealopgaver, som 
via visuelle fremstillinger af arealberegninger, skulle hjælpe eleverne til at forstå logikken i den distributive 
lov. 
Vi har arbejdet med to elever, Frederikke og Christian.  Ved detektionstesten viste Christian mere forståelse 
for matematisk ræsonnement end Frederikke, og det var tydeligt ham som ”rykkede” hurtigst igennem 
forløbet. Vi fornemmer dog, at begge elever har rykket sig, så måske var Frederikke blot længere bagud end 
Christian inden vi startede. Vi har konkluderet på Frederikkes og Christians personlige udbytte på 
henholdsvis side 39 og side 49. Samlet for begge elever kan vi konkludere, at det hjalp dem at få ændret 
deres opfattelse af matematik fra at være en stor mængde udenadslære til at være logisk 
sammenhængende, samt at de havde udbytte af det gennemførte interventionsforløb. 
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Appendiks 1: Resumeer af kernestoflitteraturen 
I dette appendiks findes resumeer af kernestoflitteraturen. En del af artiklerne er refereret i uddrag i 
teoriafsnittet side 6. 
 
Kompetencer i forbindelse med læring i matematik (KOM rapporten, 2002) 
KOM rapporten beskriver otte kompetencer som kommer i spil i matematikundervisning (Niss & Jensen, 
2002). Rapporten blev udarbejdet i perioden 2000 - 2002 til Undervisningsministeriet, i forhold til at pege 
på tiltag i matematikundervisningen. Fundamentet i rapporten er definition af matematiske kompetencer. 
Rapporten opstiller otte sådanne kompetencer. 
De otte kompetencer er: 
1. Tankegangskompetence 
2. Problembehandlingskompetence 
3. Modelleringskompetence 
4. Ræsonnementskompetence 
5. Repræsentationskompetence 
6. Symbol- og formalismekompetence 
7. Kommunikationskompetence 
8. Hjælpemiddelkompetence 
De første fire oplistede kompetencer omhandler ”At kunne spørge og svare i og med matematik”, mens de 
sidste fire kompetencer omhandler ”At kunne håndtere matematikkens sprog og redskaber”. Dette er 
visualiseret på Figur 36. 
 
Figur 36 Kompetenceblomsten, hvor alle 8 beskrevne kompetencer i forbindelse med matematikundervisning er vist. 
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Theory and Didactical Situations in Mathematics, Brousseau (1997) 
Guy Brousseau beskriver sammenspillet imellem lærer og elev i matematikundervisning.  
Matematik bør læres af elever, ved at læreren designer nogle undervisningsforløb, hvor eleverne tilegner 
sig matematisk viden.  Læreren skal skabe en ”didaktisk situation”, hvor eleverne udøver matematik, som 
medfører spontan adaption af ny viden. 
En forudsætning for, at ovenstående vil fungere, er, at både lærer og elever ved, hvad de kan forvente af 
hinanden og hvordan de agerer i mødet med hinanden. Dette defineres som ”den didaktiske kontrakt”. 
Det er vigtigt, at læreren aldrig præsenterer de matematiske teorier direkte for eleverne, selvom dette er 
fristende, da det kan spare tid. Under elevernes arbejde skal læreren fortløbende stille nye spørgsmål / 
skabe nye situationer, som sikrer elevernes fortsatte arbejde med at danne sig egen viden. Det er samtidig 
vigtigt, at eleverne ved, at de er forpligtede til at handle og akkommodere den viden, de havde, for at 
denne viden på et tidspunkt kan føre til erkendelse af matematiske sammenhænge.  Læreren skal flytte en 
del at ansvaret for, at den enkelte elev lærer noget, over på ham/hende. 
Et dilemma i ovenstående model er, at læreren er nødt til at stille spørgsmål til eleverne om noget, som de 
endnu ikke har lært, de kan således have svært ved at forstå, hvad de skal. Læreren skal endvidere stille 
spørgsmål til eleverne, som selv skal finde svar, men samtidig skal eleverne helst komme frem til de rigtige 
svar.  
Brousseau anvender begrebet ”devolution” (overlevering) om at læreren skal tilrettelægge disse didaktiske 
situationer med spørgsmål og nye spørgsmål, som bringer eleverne til erkendelse af matematisk viden. 
Eleverne tilegner sig matematisk viden i mindre brudstykker, og det er herefter læreren, som skal samle 
disse brudstykker for / sammen med eleverne, så det giver mening og bliver til en helhed. 
Når en elev har lært og forstået noget så dybdegående, at han/hun er i stand til at bruge denne viden 
udenfor en undervisningssituation, er der opnået det, som kaldes en ”adidaktisk situation”. 
I bogen omtales et forløb, hvor elever skulle bringes til at forstå subtraktion ”Engineering devolution: 
subtraction” (Brousseau, 1997, s. 230-). Her blev anvendt et spil ”the box game”, hvor nogle ”Diénès 
blocks” med varierende udseende blev puttet i og taget op af en kasse, og eleverne skulle gennemskue, 
hvad der var tilbage i kassen. Samtlige elever skulle komme med bud på et svar, og de havde mulighed for 
at tælle efter, om de var kommet frem til det rigtige. Eleverne kom i forskelligt tempo frem til, at de kunne 
subtrahere for at finde svarene, herunder hvad subtraktion er. Da læreren indså, at alle elever brugte 
subtraktion, blev de bedt om at forklare, hvordan de tænkte. Læreren spurgte ind til den viden, de havde 
opnået undervejs, med almindelig konversation som f.eks. ”hvor mange er der tilbage?”, ”hvad mangler?” 
mv. Alle elever skulle selv komme frem til erkendelsen af subtraktion, dvs. læreren måtte end ikke indikere, 
at der var noget at forstå. Ulemperne ved dette spil var bl.a. at det tog lang tid, inden alle var med.  
I forbindelse med forsøg på at undervise efter ovenstående har man fulgt nogle klasser /undervisere og 
noteret deres opdagelser. Man fandt frem til, at lærerne havde brug for tid til at holde pause imellem 
lektionerne, hvor de kunne stoppe op og vurdere det, som de havde foretaget sig sammen med eleverne og 
resultaterne heraf. De følte, at enkelte af eleverne ikke fik lært det, som de havde haft intention om. Man 
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indførte herefter, at lærerne for hver lektion skulle skrive ned, hvad de havde gjort, og hvad eleverne havde 
fået ud af det - en ”didactical memory” (Brousseau, 1997, s. 246) over hver elev med overblik over hvad de 
har været igennem, hvad de ved mv.  Undervisningen kunne derfor ikke reduceres til at organisere 
læringsprocesser, da denne refleksion var nødvendig.  
Lærernes sværeste rolle var at få elevernes brudstykker af viden (elevernes erkendelser) samlet, så det gav 
mening for eleverne. Endvidere havde lærerne svært ved at bringe den viden, som eleverne havde fra 
tidligere undervisningsforløb forestået af andre undervisere, i anvendelse. Derudover var det svært at få 
eleverne til at erkende matematik på denne måde, hvis ikke de vær opdraget med matematik på denne 
måde fra tidligere skoleår. 
Brousseau argumenterer for, at det er svært at inddrage virkelighedsnære eksempler i 
matematikundervisningen, som ellers er meget brugt i folkeskolen, selvom han er klar over, at eleverne 
finder det væsentligt. Et argument imod virkelighedseksempler er, at man f.eks. i forbindelse med 
opmålingsopgaver arbejder med fejl og afvigelser, som er svære at matematisere.  Han foretrækker, at man 
i stedet viser eleverne, at matematik er nyttig i fysik. 
Et argument for anvendelse af undervisning iht. Brousseau er, at man kan undervise i viden, men forståelse 
foregår inde i hovederne på eleverne. 
 
Sociomathematical norms, argumentation, autonomy in.., Yackel og Cobb (1996) 
Forfatterne startede oprindeligt med at undersøge matematisk læring via kognitive processer, men fandt 
ud af, at de måtte ændre fokus til et sociologisk perspektiv på matematiske aktiviteter. Der må således 
skabes en kultur, hvor man deltager frem for en kultur for overførsel af viden (fra lærer til elev). Den 
deltagende kultur er med til at skabe dannelse af mening hos eleverne. Der er således tale om et dynamisk 
system. 
Om målene nås afhænger af, hvad der er accepteret matematisk aktivitet i klasserummet, heraf begrebet 
”socio-matematiske normer” 
Sociomatematiske normer defineres som forestillinger om, hvad der er god matematisk aktivitet, herunder 
(Yackel & Cobb, 1996, s. 461): 
  Hvad er matematisk forskelligt 
  Hvad er matematisk sofistikeret 
  Hvad er matematisk effektivt 
  Hvad er matematisk elegant 
  Hvad er en acceptabel matematisk forklaring eller begrundelse 
De sociomatematiske normer skabes i den enkelte klasse ved interaktion imellem læreren og 
eleverne/klassen.  
Eksempel: ”hvad er matematisk forskelligt”: Læreren kan f.eks. stille en opgave på tavlen og invitere 
eleverne til at komme med forskellige måder at løse denne på - og anerkende det, eleverne bidrager med, 
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uden at læreren selv kommenterer elevernes bidrag. Eleverne skal selv indse, at to måder at løse en opgave 
på faktisk er ens; hermed opnår man en kognitiv aktivitet på højt niveau med elevernes egen refleksion. 
På tilsvarende måde stilles opgaver, hvor eleverne opfordres til at komme med forskellige måder at løse 
disse på, som kan danne baggrund for diskussion af, hvad der er matematisk sofistikeret, effektivt og 
elegant. 
Lærerens rolle i en klasse er således at facilitere de matematiske diskussioner og forhandlinger, som både 
lærer og elever lærer noget af, og som påvirker de sociomatematiske normer for lærer og elever.  
En interaktiv konstruktion af ”hvad er en acceptabel matematisk forklaring eller begrundelse” grundlægges 
ved at stille eleverne opgaver, hvor de både reflekterer over, om de selv og andre kan forstå forklaringerne. 
Forklaringerne gøres herved til genstand (objekt) for refleksion. Dette skift fra proces til objekt indikerer en 
dybere matematisk forståelse. I artiklen er beskrevet en situation (Example 6, (Yackel & Cobb, 1996, s. 
471)), hvor to elever anvendte centicubes opstillet i rækker af 10+10+10+10+10+10+10+4 for at forklare, 
hvordan de beregnede 74 – 36 = 38 ved fra fratrække 10 tre gange og herefter 6.  En elev (Jameel), som i 
forvejen var i stand til at trække tallet fra uden at visualisere regnestykket, protesterede indtil der var 
kommet en forklaring på fremgangsmåden, som han mente at alle i klassen kunne forstå. Jameel 
insisterede på, at matematiske forklaringer skulle beskrive handlinger på matematiske objekter, altså 
begrundes i hvad man foretog sig, frem for at bunde i autoritet eller status 
De sociomatematiske normer er ikke stationære eller givet udefra, men udvikles kontinuerligt i en klasse i 
forhandlinger imellem lærer og elever. Disse forhandlinger udvikler deltagernes intellektuelle autonomi. 
 
Framing students’ mathematics-related beliefs, Op’t Eynde, de Corte og 
Verschaffel (2002) 
Når en person er overbevist om noget – tror noget – så har denne mentalt godkendt, at ”sådan er det” og 
at det giver mening. På engelsk benyttes ordet ”befiefs” om dette, og det ord vil vi også anvende i denne 
rapport. Når man tror at noget er sandt, er det ikke det samme, som at det videnskabeligt er sandt. Derfor 
skelner man også mellem beliefs og viden. Beliefs er individuelle, stærkt subjektive, og er et produkt af den 
enkeltes forhistorie og oplevelser. Som barn accepterer man, hvad man hører og ser (det bliver til ens 
beliefs omring emnet), og først hvis man sidenhen hører noget modstridende, ændrer man sin belief 
omkring emnet. 
Man kan have beliefs omkring alle mulige emner, man kan tænke på, og derfor også indenfor matematik. 
Artiklen af Peter Op’T Eynde et. Al (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002) skriver omkring 
matematikrelaterede beliefs hos elever, og giver en forklarende beskrivelse af hvad beliefs egentlig er.  
Når man som elev hører om et emne i matematik, accepterer man det fortalte, og dette bliver til ens beliefs 
(Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 22). På samme måde har omgivelserne indflydelse på, hvilke 
beliefs eleven får. Det vil sige læreren, klasserummet og de andre elever. Men det er også familie og 
relationer med andre, der indvirker på ens beliefs (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 23). 
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For den enkelte person er beliefs sande. Det betyder ikke, at beliefs er videnskabelig sandhed, ej heller at 
personen ikke kan have modstridende beliefs. Hvor viden skal kunne testes og verificeres, så kræver beliefs 
kun den enkeltes accept og meningsfuldhed. 
Men hvorfor er beliefs interessante i forhold til matematik og læringsvanskeligheder indenfor matematik? 
Jo, da den enkelte elevs mentale forståelsesapparat skal håndtere og acceptere matematikkens spilleregler, 
samt gøre anvendelse af dem, så kan ”forkerte” beliefs forhindre dette. Hvis en elev har en 
matematikrelateret belief at ”Matematik er kun udenadslære”, så vil eleven se sig begrænset af ikke at 
kunne forholde sig til nye områder af matematikken, hvis eleven føler sig ”fyldt op”. Det kan også være en 
belief, at ”Læreren kan ikke lide mig”, hvis eleven ikke løser opgaverne korrekt, og deraf får en dårlig 
karakter.  
Det er beskrevet, hvordan elevers beliefs omkring matematik indvirker på deres tilgang til at løse 
matematikopgaver (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 15), og også hvordan beliefs og følelser 
indvirker på elevers lyst og evne til at lære matematik. 
Flere artikelforfattere har grupperet elevers matematikbeliefs, for på den måde at kunne forholde sig til 
dem, og kunne målrette en indsats overfor dem. Nedenfor gengives skemaet med de fire forskellige 
artikelforfatteres opdelinger af beliefs (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 19) 
Forfatter Opdeling 
Underhill Beliefs omkring matematik som en disciplin (U1) 
Beliefs omkring det at lære matematik (U2) 
Beliefs omkring matematikundervisning (U3) 
Beliefs omkring sig selv i en social kontekst (U4) 
McLeod Beliefs omkring matematik (M1) 
Beliefs omkring sig selv (M2)  
Beliefs omkring matematikundervisning (M3) 
Beliefs omkring den sociale kontekst (M4) 
Kloosterman Beliefs omkring matematik (K1) 
Beliefs omkring det at lære matematik (K2) 
- omkring sig selv som elev (K21) 
- omkring lærerens rolle (K22) 
- omkring andre dele af at lære matematik 
(K23) 
Pehkonen Beliefs omkring matematik (P1) 
- omkring matematikkens væsen (P11) 
- omkring emnet matematik (P12) 
- omkring oprindelsen af matematik (P13) 
Beliefs omkring sig selv i forhold til matematik (P2) 
Beliefs omkring matematikundervisning (P3) 
Beliefs omkring det at lære matematik (P4) 
 
Som det ses af oplistningen af de forskellige forfatteres opdeling af matematikrelaterede beliefs, så ser 
nogle ud til at være identiske, og andre vidt forskellige. Dog er det ikke helt så ligetil at vurdere indholdet af 
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den enkelte forfatters kategorisering alene ud fra forfatterens kategorioverskrift, da de enkelte forfattere 
forstår noget forskelligt under den samme overskrift (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 20). 
Som sammenfatning på de kategoriseringer, som er listet op ovenfor, fremsættes et framework over 
elevers matematikrelaterede beliefs bestående af tre områder, som hver har flere underpunkter. Dette kan 
skematisk stilles op som følger (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002, s. 28) 
1. Beliefs omkring matematikundervisning 
- omkring matematik som emne 
- omkring det at lære matematik og løse opgaver 
- omkring matematikundervisning i det hele taget 
2. Beliefs omkring sig selv 
- omkring sin egen effektivitet 
- omkring kontrol 
- omkring udbytte af opgaver 
- omkring resultater 
3. Beliefs omkring den sociale kontekst 
a) omkring den sociale norm i klassen 
- omkring lærerens rolle og opgaver i klassen 
- omkring elevernes rolle og opgaver i klassen 
b) omkring de socio-matematiske normer i klassen 
 
 
Learning to think mathematically, Schoenfeld (1992) 
Schoenfeld beskriver i dette kapitel, hvad det vil sige at ”tænke matematisk” og løse matematiske opgaver 
(problem solving). Som introduktion til kapitlet beskriver han, hvad matematikundervisningen i USA har 
været fokuseret på i perioden 1957 til 1990’erne. Grunden til, at der i 1957 kom et skifte i fokus på 
matematikundervisningen, var Sovjetunionens opsendelse af satellitten Sputnik. Det blev et wake-up call i 
USA, da sovjetterne nu havde taget føringen i koldkrigsrumkapløbet, og amerikanerne havde en bekymring 
omkring om deres befolkning (og unge mennesker især) var naturvidenskabelig godt nok rustet til dette 
store teknologiske kapløb. Resultatet blev, at der nationalt i USA i fagene matematik, biologi og fysik blev 
ændret undervisningsmateriale, og den nye tilgang til matematikundervisning fik navnet ”new math” 
(Schoenfeld, 1992, s. 336). 
Allerede i løbet af 1960’erne blev ”new math” dog ændret, da eleverne viste sig ikke at have forstået 
matematikken de var blevet undervist, og de var slet ikke på niveau med de elever der var blevet undervist 
efter det tidligere undervisningsmateriale og -tilgang. Derfor ændrede man igen kurs, og introducerede 
”back to basics” matematikken. 
I slutningen af 1970’erne konstaterede man, at ”back to basics” heller ikke var løsningen på en succesfuld 
tilgang til matematikundervisningen. Eleverne var blevet undervist i udenadslære og mekanisk 
opgaveløsning, og havde ikke forstået matematikken. Derfor blev fokus i 1980’erne ”problem solving”, hvor 
eleverne skulle undervises i at løse de opgaver de blev stillet. 
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Der listes i kapitlet tre forskellige grupper indenfor opgaveløsning (problem solving) (Schoenfeld, 1992, s. 
338). 
1. Opgaveløsning som kontekst (problem solving as context) 
2. Opgaveløsning som færdighed (problem solving as skill) 
3. Opgaveløsning som kunst (problem solving as art) 
Den første gruppe opdeles yderligere i fem områder: 
a) Retfærdiggørelse for at undervise i matematik 
b) Som middel til at se, at et givent emne i matematik kan anvendes til noget 
c) Som afslapning og underholdning 
d) Som en måde at lære nye færdigheder 
e) For at øve sig 
Den tredje gruppe, hvor opgaveløsning ses som kunst, beskrives som selve det grundlæggende i 
matematikken. 
I sin gennemgang tager forfatteren fat i en matematikopgavebog fra 1897 (”A Mental Arithmetic” af W. J. 
Milne), og viser eksempler på opgaver som eleverne dengang skulle løse. Det er for eksempel en opgave 
som: 
52. Hvad vil det koste at pløje 32 acre jord, når det koster $3.75 pr acre? 
Løsningsstrategien var, at eleven skulle omregne 3,75 til en brøk ganget med en faktor 10, der så kan 
ganges på de 32. Det vil sige: $3,75 er 
 
 
 af $10. Hvis det var $10 og ikke $3,75 det kostede pr. acre, så ville 
prisen være $320, men da det er  
 
 
 af $10, må løsningen være 
 
 
 af $320, som udregnes til $120. 
Det var altså en omstændig løsningsstrategi, der nok giver mere mening at kunne mestre, hvis man ikke 
besidder en lommeregner, end en nutidig løsningsstrategi vil foreslå. Der gives herefter fire begrundelser 
for, at opgaveløsningsstrategien fra 1897 ikke er ideel (Schoenfeld, 1992, s. 342): 
1. Brugbarhed i praksis: Ideen med løsningsstrategien er, at man skal kunne foretage udregningerne i 
hovedet. Forfatteren gav den viste opgave 52 til fire kollegaer (i 1992), og lader dem udregne i 
hovedet. Han bemærker, at der benyttes i alt tre forskellige løsningsstrategier af de fire deltagere, 
og ingen af disse strategier er den anviste fra 1897, så derfor konkluderer Schoenfeld, at 
løsningsstrategien fra 1897 ikke anvendes i praksis (!) 
2. Opgaverne er skræddersyet til at underbygge teorien: De tal der indgår i opgaverne er 
hensigtsmæssige valgte tal, der gør det muligt at regne i hovedet. Det er nødvendigvis ikke sådanne 
tal eleverne møder senere hen i den virkelige verden, når de skal gøre anvendelse af det lærte. 
3. Den erkendelsesteoretiske holdning der ligger til grund for opgaverne: Det, eleverne skal lære, er 
at foretage en udregning af typen:  
 
 
    . Når de kan det, skal de fortsætte med udregninger af 
typen:  
 
 
     . Problemet er, at eleverne begrænses til at gøre anvendelse af disse simple 
metoder, frem for at lære den dybere mening og formål med udregningerne. Med andre ord: 
eleverne lærer ikke matematik; de lærer at anvende en bestemt teknik. 
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4. Den selvforstærkende effekt af sådanne opgaver: Hvis elever kun trænes i at anskue og løse 
opgaver på én måde, så bliver disse elevers matematiske forståelse, at der kun er én måde at løse 
opgaver på. Som det lille eksempel i beskrevet i punkt 1 viser, så var der hele tre forskellige måder 
at løse opgaven på, blandt fire (tilfældigt) udvalgte personer. Eleverne vil altså tro, at den måde, de 
lærer at løse en opgave på, er matematikkens svar på løsning af en sådan opgave, og derfor er der 
for dem ingen grund til selv at fundere over andre løsningsstrategier (og dermed selv lære 
matematikken). 
Men hvad ønsker ”man” sig så, at elever lærer omkring matematik? I 1990 udgav “The Mathematical 
Association of America’s Committee on the Teaching of Undergraduate Mathematics” en bog, hvori der 
blev opstillet følgende mål for hvad matematikundervisningen skulle bibringe (Schoenfeld, 1992, s. 345): 
  Eleverne skal få en fornemmelse for den matematiske disciplin: for dens formål, brug, rækkevidde 
og historie. Eleverne skal lære at påskønne matematikken, og føle sig trygge i at bruge 
matematikken. 
  Eleverne skal få en begrebslig forståelse for matematik, og ikke bare en mekanisk tilgang til at løse 
opgaver. 
  Eleverne skal i undervisningen møde en bred vifte af opgaver og opgavetyper, således de selv lærer 
at gøre anvendelse af matematikken. 
  Eleverne skal udvikle et matematisk synspunkt, der gør dem i stand til at analysere og forstå 
hvordan ting passer sammen. Eleverne skal udvikle analytiske egenskaber og evnen til at resonere. 
  Eleverne skal kunne præsentere, både skriftligt og mundtlig, ved brug af det matematiske sprog og 
argumenter. 
  Elever skal lære det at læse matematik og matematiske tekster, der til sidst gør dem i stand til selv 
at lære og forstå matematikken. 
Dette var ønskerne til matematikundervisningen, men hvordan skal det så udfoldes i praksis? 
 
Der beskrives fem forskellige dele omkring kognition, som efterfølgende bliver forklaret (Schoenfeld, 1992, 
s. 348): 
1. Vidensgrundlaget (The knowledge base) 
2. Problemløsningsstrategier 
3. Ressourceplanlægning (Monitoring and control) 
4. Beliefs og påvirkninger 
5. Praktik 
Vidensgrundlaget beskrives som det, at eleven mentalt har af kendskab til et givet emne. Som eksempel 
nævnes skakspillere, der i en test i udpræget stand viste at kunne huske og genskabe skakbrikpositioner fra 
skakspil ”undervejs” (dvs. skakspil der var under ”spilning”), hvorimod ikke-skakspillere havde svært ved at 
huske og genskabe positionerne af brikkerne. Hvis skakbrikkerne derimod var tilfældigt ordnet (altså ikke 
en opstilling fremkommet i et reelt spil), kunne skakspillerne heller ikke genskabe brikkernes positioner. 
Med andre ord; hvis man har et bredt mentalt kendskab til hvordan det kan være/kan se ud/kan lade sig 
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gøre, så kan man trække på denne information når man stilles overfor lignende typer af opgaver 
(Schoenfeld, 1992, s. 352). 
Som problemløsningsstrategier nævnes heuristiske strategier, hvor elever lærer simple måder at gå til en 
opgave på. En sådan løsningsstrategi kunne være at anvende tallene 1, 2 og 3 når et udtryk skal testes 
(altså anvende små hele overskuelige tal) (Schoenfeld, 1992, s. 354). 
Med ressourceplanlægningen menes den måde, hvorpå en elev planlægger og distribuerer sin tid, i 
forbindelse med problemløsningen. Et eksempel er, at når man står overfor at skulle løse et ukendt 
problem (altså et hvor man ikke har løsningsfortilfælde at trække på – en såkaldt ikke-typeopgave), så 
kommer man til at bruge alt for lang tid på bare at udforske problemet. Dette er illustreret på Figur 37  
(Schoenfeld, 1992, s. 356) 
 
Figur 37 Time-line graf der viser en typisk elevs ressourcefordeling ved løsning af en ikke-typeopgave. 
I stedet for skal man kunne skifte mellem forskellige strategier: Læse, analysere, udforske, planlægge, 
implementere og verificere. Skiftene mellem strategierne skal nødvendigvis ikke ske kronologisk, men ske 
når der er behov for dem. Der henvises til et eksempel, hvor en matematikklasse der blev undervist i 
problemløsning, i små grupper blev sat til at løse opgaver. Underviseren gik rundt blandt grupperne, og 
spurgte elever: ”Hvad laver du?”, ”Hvorfor gør du det?”, ”Hvordan hjælper det dig?” Eleverne lærte hurtigt 
at afklare svaret, så når underviseren kom og spurgte, kunne de svare. Det vil sige, at de begyndte aktivt at 
tænke sig om og reflektere over, hvad de havde gang i og hvorfor (Schoenfeld, 1992, s. 356). Det 
resulterede i, at eleverne ændrede deres ressourcefordeling fra den vist på Figur 37 til at blive som vist på 
Figur 38 (Schoenfeld, 1992, s. 357). 
 
Figur 38 Time-line graf over elevers ressourcefordeling efter Schoenfelds klasseforsøg, hvor eleverne selv skulle være bevidste 
om, hvad de konkret foretog sig gennem opgaveløsningen. 
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Til sammenligning, ville en matematikers time-line graf over løsning af et svært problem se ud som på Figur 
39 (Schoenfeld, 1992, s. 356). 
 
Figur 39 Time-line graf over matematikers ressourcefordeling ved løsning af en svær opgave. 
Dette viser, at ved at få eleverne til at holde fokus på hvad de gør og hvorfor, når de løser opgaver, så bliver 
de mere skarpe på deres tilgang til løsning af opgaverne. Hvis eleverne arbejder i grupper, er dette også 
med til at få alle i gruppen til at være med, for ikke at måtte svare ”aner det ikke” når læreren spørger.  
 
Beliefs og påvirkninger. Beliefs er menneskers tro på noget. Indenfor matematikken er det troen på, at 
noget forholder sig på en bestemt måde. Beliefs er ikke nødvendigvis videnskabeligt sand, men giver 
mening for den enkelte. Derfor er beliefs og stærk personlige (Op 'T Eynde, Corte, & Verschaffel, 2002). Den 
enkelte persons beliefs opstår ud fra, hvad personen har oplevet og gennemgået. 
Elevers beliefs omkring matematik er typisk (Schoenfeld, 1992, s. 359): 
  Der er kun ét korrekt svar til en matematikopgave. 
  Der er kun én måde en opgave kan løses korrekt på (og det er den som læreren viser på tavlen). 
  Almindelige elever kan ikke forventes at kunne forstå matematik; dette medfører at eleverne 
vælger at lære udenad, og reciterer det udenadslærte mekanisk. 
  Matematik er noget man praktiserer hver for sig. 
  Alle matematikopgaver kan løses på under fem minutter, hvis man bare har forstået matematik. 
  Den matematik, man lærer i skolen, har ikke noget med den virkelige verden at gøre. 
  Matematiske beviser har intet med forskning eller opfindelser at gøre. 
Ud fra sådanne beliefs føler elever sig berettiget til at opgive en opgave efter kun fem minutters forsøg, for 
så kan de jo ikke løse den. 
Men det er ikke kun elever, der har beliefs omkring matematik; undervisere har det også. Disse beliefs er 
med til at forme klasserummet, og dermed også elevernes beliefs omkring matematik. Hvis en underviser 
skaber stramme minutiøst planlagte rammer for undervisningen, så vil eleverne tro, at sådan skal 
undervisningen forløbe, og vil derfor ikke turde gå udenfor det planlagte (som f.eks. stille spørgsmål eller 
komme med spontane indfald omkring emnet/matematik generelt). 
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Et tredje område omkring beliefs er de mere kulturelle bestemte beliefs. For eksempel har japanere og 
kinesere i højere grad beliefs omkring vigtigheden af tidlig matematisk læring hos børn, end amerikanerne 
har.  
Praktik er hvordan matematikundervisningen så bliver udført i praksis i klasserummene rundt om. Der gives 
eksempler på forskellige gode praktikker (Schoenfeld, 1992, s. 361-363), som for eksempel hvordan en 7. 
klasse lærte omkring vinkelsummen for en trekant giver 180˚ (Balacheff, 1987): 
Eleverne blev delt ind i små grupper, og hver gruppe fik et stykke papir med den 
samme trekant på. Grupperne skulle så beregne vinkelsummen af trekanten. 
Grupperne kom frem til vidt forskellige vinkelsummer (fra 100˚ til 300˚), men da alle 
havde fået den samme trekant, blev der en diskussion omkring de forskellige 
resultater. De blev dog enige om resultatet. 
Bagefter fik grupperne et nyt papir med en ny trekant på. Inden de skulle måle 
trekanterne, blev eleverne bedt om at estimere vinklerne i trekanten, før de målte 
dem. Det gav igen diskussioner indenfor grupperne og på tværs af grupperne. Disse 
diskussioner indeholdt helt naturligt matematiske begrundelser og argumenter, som 
fremadrettet kunne bruges i forhold til teoretiske diskussioner. Eleverne havde 
dermed selv gjort arbejdet, og været igennem en proces der har givet dem en 
egenforståelse for emnet. 
 
Do theorems admit exceptions?, Education Committee of EMS (2011) 
Et af formålene med matematikundervisning er at få eleverne til at forstå formålet med og strukturen i 
matematisk bevisførelse. Dette er imidlertid vanskeligt, fordi at matematisk sandhed ikke er det samme 
som det, vi betragter sandt eller acceptabelt i andre dagligdags situationer. Matematik er sandt, hvis det er 
sandt uden undtagelser. I andre sammenhænge kan ”undtagelsen bekræfte reglen”. Denne grundlæggende 
”almindelige” opfattelse af sandhed ses som en af grundene til, at studerende over hele verden griber til 
praktiske eksempler, når de bliver bedt om at bevise noget i matematik. 
En studerende, som forsøger at bevise en universel påstand ved at vise, at påstanden holder i nogle 
eksempler siges at have et ”emperical proof scheme”. Denne overbevisning om, at påstande bevises med 
eksempler, er svær at komme ud af. 
Artiklen beskriver, at nogle undervisere har anvendt disse empiriske bevisskemaer i forbindelse med 
matematikundervisning, og der skelnes imellem to grader af empiriske bevisskemaer (naive empiricism og 
crucial experiment). Endvidere beskrives eksempler på, at studerende på trods at, at de havde set et 
matematisk deduktivt bevis på en sammenhæng, foretrak eller havde brug for empiriske eksempler for at 
blive overbevist om sandheden (Fischbein (1982)). 
Studerendes behov for empiriske bevisskemaer ses som en konsekvens af de erfaringer, de studerende har 
udenfor matematikundervisningen.  Matematisk tankegang er på mange måder helt forskellig fra andre 
videnskaber, hvor erfaring er væsentlig. En undersøgelse af 2459 14 til 15 årige elever fra London viste i 
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2000, at disse elever, selvom de foretrak og anvendte empiriske bevisskemaer, var i stand til at udføre en 
del korrekte deduktive ræsonnementer og forklaringer i deres beviser.  
I artiklen stilles spørgsmålstegn ved, om tilstrækkeligt mange empiriske beviser er tilstrækkeligt til at lave 
en ”finding solid”?  
Såfremt studerende skal blive i stand til at forstå og anvende matematikkens struktur, som væsentligt er 
forskellig fra logik i mange hverdagssammenhænge, skal eleverne forklares og lære denne forskel. Der er 
endvidere brug for at finde ud af, hvordan man kan hjælpe de studerende til at komme fra at kunne forstå 
og gennemføre empiriske beviser til at kunne tilsvarende med rigtig matematisk bevisførelse. 
Elevernes lyst til at kunne gennemføre matematisk bevis kan f.eks. skabes ved at stille en geometrisk 
opgave, som viser en sammenhæng, der overrasker eleverne i en sådan grad, at de får lyst til at bevise 
fænomenet matematisk (Dreyfus & Hadas, Proof as answer to the question why., 1996). Artiklen refererer 
andre anbefalinger, bl.a. at vise eleverne nogle eksempler med sammenhænge, som er forholdsvis enkelte 
at indse og bevise, eller at lede eleverne frem til egne matematiske gisninger, som man kan hjælpe dem til 
at bevise. 
 
Solid findings in mathematics education, Education Committee of EMS (2013) 
“Living with Beliefs and Orientations - Underestimated, Nevertheless Omnipresent, Factors for 
Mathematics Teaching and Learning” (At leve med Beliefs og Orienteringer - undervurderet men til stede 
alle vegne, faktorer for matematik undervisning og læring) 
Artiklen beskriver flere forskellige undersøgelser, som har vist, at folks Beliefs og Orientations har 
indflydelse på, hvordan de opfatter matematik, modtager undervisning i matematik (elever) og 
tilrettelægger og gennemfører matematikundervisning (lærere). 
Helt tilbage i 1940’erne fandt man ud af, at menneskers holdninger havde indflydelse på deres modtagelse 
af matematikundervisning. Man har igennem tiden angrebet matematikundervisning forskelligt i USA, og i 
1985 kom Marta Frank (PhD studie) frem til, at der var nogle uforenelige elementer imellem undervisning 
med fokus på ”problem solving” og elevernes personlige ”beliefs”. 
Schoenfeld har defineret beliefs som følger: ” Beliefs er mentale konstruktioner, der repræsenterer 
kodificering af folks erfaringer og forståelser” (Education Committee of EMS, 2013, s. 42). Indenfor 
psykologien blev beliefs defineret af Green (1971) som ”en del af et større system, som ikke kun tilhører 
matematikkens verden” (Education Committee of EMS, 2013, s. 42). 
Artiklen beskriver nogle forskellige beliefs hos folk i almindelighed vedr. matematik, f.eks. ”Man kan ikke 
lære matematik på egen hånd, det kræver instruktion fra andre”, ”Der er klart nok ikke noget værre end at 
lave fejl i matematik. Fejl er forbandede” og ”En matematikopgave har altid kun én løsning, så jeg hader 
matematik, fordi at der er tusindvis af forkerte svar, men kun et rigtigt svar” (Education Committee of EMS, 
2013, s. 42). 
Elevers beliefs påvirker den måde, de lærer matematik på, og tilsvarende påvirker underviseres beliefs den 
måde, de underviser på.  Der findes både små og store beliefs, et eksempel på en ”stor” belief er 
Matematik: For mange huskeregler? 
2. semester 
Side 65 
opfattelsen af matematik som videnskab, mens et eksempel på en mindre belief er opfattelsen af 
kontinuitet.   
Siden århundredskiftet har man i de fleste undersøgelser indenfor matematikundervisning været 
opmærksomme på betydningen af beliefs. I 2010 introducerede Schoenfeld en ny terminologi: orientations, 
som er bredere end beliefs, idet dette medtager individuelle mål, og man diskuterer om begreber som 
hengivenhed og følelser bør være en del af en persons beliefs.   
Matematik er en videnskab, som udelukkende er opbygget på beliefs.  
Beliefs bliver betragtet som en ”solid finding” indenfor matematikken, bl.a. fordi at det har givet en dybere 
forståelse af undervisning og læring - beliefs udgør en ekstra variabel, som tidligere var skjult (Education 
Committee of EMS, 2013, s. 44). 
 
A study of pupils’ proof-explanations in mathematical situations, Bell (1976) 
Bell har studeret elevers forklaringer i forbindelse med matematisk bevisførelse. Han har analyseret elevers 
forsøg på at konstruere beviser og forklaringer i simple matematiske situationer for at finde ud af, hvordan 
man bedst fremmer elevernes udvikling indenfor området. 
Bell fremhæver, at beviser i klasserummet bør indeholde forklaringer for eleverne, som giver mening frem 
for at følge formelle ritualer. At et matematisk bevis giver mening, kræver tre delelementer:  
1. Verifikation eller begrundelse 
2. Belysning (hvorfor er det sandt?)  
3. Systematisering = organisation af resultaterne.  
En væsentlig faktor for, at elever er interesserede i at anvende bevisførelse, er, at de er kender værdien af 
offentlig sandhed. 
Bell har tidligere lavet undersøgelser, hvor han inddeler elever i 3 stadier: 
Stage 1: eleverne kan indse mønstre og relationer, men forsøger ikke at retfærdiggøre eller forklare dem 
Stage 3: eleverne kan gennemføre et acceptabelt deduktivt argument, eller en empirisk kontrol af sættet af 
mulige tilfælde, og hvis dette ikke kunne opnås, var de bevidste om, at argumentet ikke holdt. 
Stage 2: en svær definerbar overgangsfase imellem stage 1 og 3. 
Undersøgelsen, som beskrives i nærværende artikel er udvidet og omfatter en dybere analyse af svarene, 
som indeholder en diskussion af forholdet mellem logiske og psykologiske aspekter af et bevis. 
Svarene i denne undersøgelse blev inddelt i følgende kategorier: 
Empirisk Deduktiv 
Manglende korrekte eksempler eller manglende overholdelse 
af givne betingelser 
Non-dependence: 
Et eller flere eksempler korrekt bearbejdet, men ikke anvendt til at 
teste den generelle påstand. Manglende forbindelse imellem 
konklusion og detaljer 
Extrapolation:  Dependence: 
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Generel sandhed  udledes af en delmængde, begrundelser er 
enten påstande om  opfyldte betingelser eller tilføjede 
fragmenter,  slutningen er klart empirisk 
Forsøg på at vise en deduktiv forbindelse mellem data og konklusion, 
men fejler i forsøg på at opnå en højere kategori 
Non-systematic:  
Finder nogle af de krævede  tilfælde, men   ignorerer kravet 
om at finde alle 
Relevant general statement: 
Ingen analyse af situationen, nævner ingen generelle aspekter ud over 
hvad der aktuelt er i dataene, men viser situationen som en helhed i 
generelle vendinger og viser bevidsthed om, at en deduktiv 
forbindelse eksisterer, men er ikke i stand til at gennemføre det. 
Partially systematic: 
Finder nogle delvis komplette delmængder og viser et vist 
kendskab til kravet om at finde alle 
Relevant Colleteral details: 
Analyserer situationen, nævner relevante aspekter, som kunne indgå i 
et bevis, identificerer måske forskellige underklasser men formår ikke 
at indbygge dem i et samlet argument. Er fragmentarisk 
Systematic: 
Finder nogle komplette delmængder og forsøger at finde alle 
Connected, incomplete: 
Har et tilsluttet argument med forklarende kvalitet, men ufuldstændig 
Check på fuld endelig mængde af tilfælde Connected, S: 
Laver fejl fordi det appellerer til fakta eller principper, som ikke er 
mere generelle end selve forslaget 
 Complete Explanation: 
Udleder konklusionen med forbundne argumenter fra data og fra 
generelt accepterede fakta eller principper 
 
The role and function of proof in mathematics, de Villiers (1990) 
Michael de Villiers er kritisk overfor den traditionelle opfattelse af, at matematisk bevisførelse er en 
eksklusiv måde at verificere en matematisk påstand på.  Han foreslår i stedet en model, som skelner 
imellem fem funktioner for beviser i matematik, hvor verifikation af matematiske påstande er mindre 
væsentlig end de andre funktioner, bevisførelse har. 
Mange elever føler ikke et behov for at lære matematisk bevisførelse eller for at se og forstå matematiske 
beviser. Dette skyldes ikke en sløv kognitiv udvikling, men at eleverne ikke forstår, hvilken funktion/rolle 
matematiske beviser har. Mange yngre børn har let ved at indse logisk ræsonnement, og elevers evner til 
logisk ræsonnement ses ikke at have forbindelse til deres evner for bevisførelse (statistisk undersøgelse).  
De Villiers mener, at det er væsentligt, at elever lærer at forstå de forskellige funktioner, beviser kan have, 
gennem hensigtsmæssig diskussion med eleverne. 
2.1. Bevis som middel til verifikation / overbevisning: ”Bevis er ikke en nødvendig forudsætning for 
overbevisning - overbevisning er snarere oftere en forudsætning for bevis” - hvem vil bruge tid på at bevise 
noget, som de ikke tror, kan bevises? 
De Villiers anfægter, at de matematiske beviser, som vi anvender og anser som fuldendte, kun kan 
betragtes som fuldendte, fordi at noget af det, vi anvender i beviset, egentlig også skulle bevises, og hvis 
dette skal gøre tilbundsgående, bliver beviser meget lange. Han mener, at opfattelsen af beviser som det 
eneste middel for verifikation og overbevisning, giver en forvrænget forgudelse af bevisførelse. 
2.2. Bevis som et middel til forklaring: ”Quasi-empirical verifikation giver ingen forklaring på, hvorfor 
resultater er sande - nærmere en bekræftelse”. Ofte ønsker vi at forklare (bevise) noget, som vi i forvejen 
tror på, f.eks. var Newton overbevist om planeters ellipsebaner, han søgte blot en forklaring på, hvorfor det 
forholdt sig sådan. 
2.3. Bevis som middel til systematisering: Man organiserer logiske ikke relaterede individuelle sætninger, 
som allerede er kendt som sande, i en sammenhængende fælles helhed.  
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2.4. Bevis som middel til opdagelse: Matematisk deduktion kan føre til opdagelse af nye matematiske 
sammenhænge.  
2.5. Bevis som middel til kommunikation: Beviser skaber et forum for kritisk debat - hvad er f.eks. 
kriterierne for et acceptabelt argument? 
 
Why Johnny can’t prove, Dreyfus (1999) 
Tommy Dreyfus har analyseret matematikundervisning samt klasserumserfaringer, hvor han er kommet 
frem til, at evnen til at bevise i matematik afhænger af, om de studerende bliver præsenteret for den 
nødvendige vidensform, hvilket mange sjældent eller aldrig bliver præsenteret for. 
Silver: skriftlige forklaringer skal prioriteres, hvis man vil gøre sig håb om en forbedring af matematiske 
præstationer for amerikanske studerende. 
Situationer, hvor elever bliver bedt om selv at give matematiske forklaringer, er vigtige af flere årsager. Når 
elever samarbejder indbyrdes, skal de kunne forklare og argumentere overfor hinanden, og hvis læreren 
skal kunne hjælpe eleverne med at flytte sig til at tænke på et højere matematisk niveau, er det 
nødvendigt, at læreren ved at lytte til elevernes forklaringer, finder ud af, fra hvilket niveau eleverne skal 
hjælpes.      
I forbindelse med en undersøgelse stillede man sig følgende spørgsmål:  
  Hvornår accepteres en elevs matematiske forklaring? 
  Hvilke argumenter er acceptable, under hvilke omstændigheder og hvorfor? 
  Forventes et bevis, når der bedes om en begrundelse? 
  I hvilken grad skal en forklaring være overbevisende, og skal den overbevise læreren, en 
matematiker eller en medstuderende? 
Studerende fokuserer ofte på kronologiske udregninger frem for sammenhænge, når de laver beviser. 
  Hvad betragter elever som fyldestgørende forklaring, og hvad er forskellen på lærerens og 
elevernes opfattelser? 
  Hvorfor kan elever ikke forventes at dele en matematikers opfattelse af bevis? 
Del 2 beskriver en undersøgelse af elevers manglende evne til at give en tilstrækkelig matematisk forklaring 
på trods af, at de havde en god forståelse af spørgsmålet. Undersøgelsen belyste problemerne med, at 
elever ikke har samme opfattelse af matematiske forklaringer og beviser som lærere. Endvidere nævnes 
elevers problemer med sproglige formuleringer som en mulig årsag til manglende korrekte forklaringer, og 
det bemærkes, at mange har valgt en matematisk klasse, fordi at de har svært ved det sproglige. 
Eksemplerne i undersøgelsen leder videre til yderligere spørgsmål med fokus på, hvad der bør anses som 
en tilstrækkelig matematisk forklaring, bl.a. hvor langt skal en matematisk forklaring gå tilbage, hvad der 
tæller som taulogisk (logisk), og hvordan man kan håndtere elevers sproglige problemer. Konklusionen på 
undersøgelsen er, at selv dygtige studerende har svært ved at forklare matematisk korrekt, og at der bør 
laves flere undersøgelser. 
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Del 3 indeholder en gennemgang af forskning om elevers forestilling om beviser med fokus på at 
identificere nogle af årsagerne til, at mange studerende enten ikke ved, hvad et matematisk bevis er, eller 
har en begrænset opfattelse af det.  En del af forskningen peger på, at studerende foretrækker empiriske 
eksempler som argumentation for matematisk sandhed frem for matematisk bevisførelse og logiske 
kriterier. En undersøgelse foretaget af Maher og Christiano (1996) viser, at det over en femårig periode, 
hvor undervisningen var gennemført med fokus på klassificering og organisering af data, er lykkedes at 
udvikle en elevs evne til matematisk begrundelse med baggrund i elevens egen idé om, at matematik bør 
give mening.  Lampert (1990) beskriver en undersøgelse af elever i en 5. klasse, hvor der blev gennemført 
nøje planlagt undervisning, hvor eleverne selv talte om matematik og ræsonnement og argumentation. 
Disse 5. klasses elever opnåede samme niveau mht. matematisk deduktiv argumentation som 
universitetsstuderende. Heraf konkluderer Tommy Dreyfus, at det kan lade sig gøre at lære deduktiv 
ræsonnement. Afsluttende nævnes Yackel og Cobb (1996), som har indført begrebet ”de sociomatematiske 
normer” (Yackel & Cobb, 1996), som beskriver, hvordan interaktivitet imellem lærer og elever i 
klasserummet kan danne udgangspunkt for udvikling af matematisk argumentation. 
Del 4 indeholder en kritik af lærebøgers upræcise formuleringer i forbindelse med matematisk sprogbrug.  
Matematikbøger ses ofte opbygget, således at matematikken læres ved at etablere forbindelser og 
relationer imellem forskellige emner, frem for en lineær og logisk opbygning af faget. Mange lærebøger 
mangler tilstrækkelige konkretiseringer i forbindelse med matematiske beviser, og Dreyfus kritiserer 
anvendelsen af visuelle, intuitive, eksperimenterende og cirkulære begrundelser. Dreyfus konstaterer, at 
denne upræcished føres med ind i undervisningen ved lærerens gennemgang af stoffet, og han nævner et 
eksempel, hvor han tænker tilbage på, hvordan han selv har givet et upræcist svar til en elev, som bad om 
en uddybende matematisk argumentation i forbindelse med volumen- og arealberegning med 
integralregning.  
Del 5 indeholder en gennemgang af forskningen med epistemologi (erkendelsesteori) og kognitivt arbejde i 
forbindelse med overvejelserne omkring bevis i matematikfaget.  
Begrebsopfattelser: 
  Argument og bevis: der er flere fællestræk end forskelle (Dreyfus) 
  I matematisk praksis er bevis begrundelse og kontrol, i matematikundervisning er bevis forklaring 
(Hanna (1995)) 
  Bevis har til formål at få os til at acceptere en kendsgerning som grundlag for vores forståelse, 
mens forklaring ikke på samme måde tjener som positiv accept af en erklæring. (Sierpinska (1994)) 
  Forklaring beskriver årsager, argumenter og beviser styrken af disse årsager og om de er fri for 
modsigelser (Duval (1992-1993)) 
Dreyfus afrunder afsnittet med at beskrive vigtigheden af, at vi bør skærpe vores bevidsthed om forskellene 
mellem forklaring, argumentation og bevis. 
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Proof as answer to the question why, Dreyfus og Hadas (1996) 
Forfatterne indleder med at redegøre for, at man ved tidligere studier er kommet frem til, at en væsentlig 
årsag til, at nogle elever ikke ser behov for beviser indenfor f.eks. den Euklidiske geometri, er, at man ofte 
beder dem om at bevise noget, som de finder indlysende sandt i forvejen. Derudover har vi i dag 
computerprogrammer, som løser mange geometriske opgaver for os, så elever kan have svært ved at forstå 
de matematiske bevisers nødvendighed. Undersøgelser har endvidere vist, at elever, som havde en 
empirisk tilgang til geometri, havde svært ved at skelne imellem empirisk erfaring og bevis. 
Dreyfus og Hadas er af den opfattelse, at elevers opfattelse af og lyst til at arbejde med matematisk 
bevisførelse afhænger af, hvordan eleverne aktiveres i faget. De er kommet frem til, at f.eks. empiriske 
tilgange til geometriske sammenhænge kan give elever lyst til at se sammenhængene bevist, hvis de bliver 
stillet spørgsmål på den rigtige måde. Elever, som f.eks. gennem opgaver løst med Inventor havde indset en 
overraskende geometrisk sammenhæng, som de havde svært ved at tro på, fik lyst til og behov for at se 
denne sammenhæng bevist. 
Eksempler på opgaver, som er stillet til en klasse, var at undersøge, hvor mange oplysninger, der er 
tilstrækkelige, for entydigt at bestemme en trekant samt om to firkanter, som har to ens modstående 
vinkler samt to modstående sider med samme længde altid er et parallelogram. Førstnævnte opgave blev 
løst ved konstruktion af trekanter på computer, mens opgaven med parallelogrammer blev ved tegning på 
transparent / overhead. I opgaven med firkanterne troede eleverne intuitivt, at der altid var tale om 
parallelogrammer, hvorfor de, når de opdagede, at de havde haft den forkerte opfattelse, fik lyst til at se 
bevist, hvorfor det forholdt sig modsat det, de i første omgang havde fornemmet. 
Forfatterne konkluderer, at det er fremmende for elevers behov for at søge forklaring og bevis, at man 
giver dem en geometrisk opgave med en situation, som viser sig anderledes, end de havde forventet 
Dreyfus og Hadas fremhæver bevisers rolle dels som forklarende, dels som overbevisende - samt at den 
forklarende rolle og den overbevisende rolle er lige vigtige. 
 
A unified framework for proof and disproof, Epp (1998) 
Susanna S. Epp fremhæver vigtigheden af, at elever lærer abstrakt tænkning. En måde at udvikle abstrakt 
tankegang på er at konstruere og løse matematiske beviser.  
Hun giver et eksempel på, hvordan hun forsøger at formidle logiske principper for sine egne elever ved at 
tage udgangspunkt i elevernes egne erfaringer og diskutere logiske principper ud fra elevernes hverdag.  
Hun beder eleverne bevise sætningen: Kvadratet af et ulige tal er ulige. 
Eleverne stiller herefter typisk flg. spørgsmål: 
1. Jeg har kontrolleret             og    , er det tilstrækkeligt? 
2. Pludselig kommer variablen x, hvor kommer den fra? 
3. Hvorfor begynder beviset med at formode noget? 
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4. Hvorfor er det nødvendigt med alle de algebraiske skridt? Hvordan skal jeg nogensinde kunne 
gennemføre dette? 
5. Hvorfor ender beviset dér, hvor det gør? 
Hun giver efterfølgende svar på ovenstående spørgsmål med eksempler på, hvad hun har gjort med sine 
egne elever: 
Ad. spørgsmål 1: 
Elevernes forsøger at bevise sætningen empirisk, og de har ikke forstået, hvad der skal til, for at det er vist, 
at et udtryk gælder generelt for alle tilfælde af x. Epp fortæller, at hun stillede en klasse spørgsmålet ”er 
det sandt, at alle elever i klassen er over 20 år?”. En elev meddelte, at udsagnet var falsk, fordi at han ikke 
selv var 20 år. Dette gav anledning til at slå fast, at et udsagn ikke er sandt, hvis blot der findes et enkelt 
eksempel, hvor udtrykket var falsk. Med baggrund i noget fra elevernes hverdag, hvor de tydeligt kunne 
indse, om noget var sandt eller falsk, kunne almen gyldighed dermed diskuteres. 
Ad. spørgsmål 2: 
For at give eleverne fornemmelse af variablen x formulerer Edd betingede udsagn omkring elevernes alder i 
klassen udtrykt med x: ”for enhver studerende x gælder, hvis x er i denne klasse, så er x over 15”. Efter 
denne formulering, som eleverne forstår med baggrund i deres hverdag, kan der arbejdes videre med 
betingede sætninger, og eleverne kan få forståelse af, at x er et midlertidigt navn, som gives til noget, så 
man kan henvise til det et gentagne antal gange uden at blive forvirret (Epp, 1998, s. 4). 
Ad. spørgsmål 3 og 5: 
Epp træner eleverne i at formulere omridset af et bevis. Omridset af et bevis afhænger af den erklæring, 
der skal bevises. For at vise eleverne betydningen af dette, beder hun dem f.eks. finde ud af, hvad man skal 
antage, og hvad man skal bevise, hvis man skal bevise sætningen: For alle bilopser x gælder, at hvis x er en 
gragon, så er x en trexer” (Epp, 1998, s. 5). Eleverne bliver altså bedt om at håndtere noget, der kæder to af 
x’s egenskaber (at være en bilops og at være en gragon) sammen med en tredje (at være en trexer) på det 
formelle plan, uden at de skal forholde sig til, hvad det betyder at være bilops, gragon eller trexer. Hermed 
bygges videre på eksemplet med elevernes alder til et eksempel med bilopser, og eleverne lærer at 
oversætte en problematik til symbolsk eller formel behandling, som ikke refererer tilbage til symbolernes 
konkrete betydning. Den erklæring, der skal bevises her, er, at hvis vi antager, at x er en bilops, der samtidig 
er en dragon, så skal vi vise, at x er en trexer.  
 
 For at få eleverne til at betragte beviser som en proces, træner Epp dem i at stille sig selv flg. spørgsmål: 
”Hvad skal jeg formode” og ”Hvad skal jeg vise?” (Epp, 1998, s. 5). I opgaven med at bevise sætningen 
”Kvadratet af et ulige tal er ulige” er svaret på spørgsmålene: 
Jeg skal formode, at x er ethvert ulige tal, og jeg skal vise, at     også er ulige. 
Ad. spørgsmål 4: 
Når eleverne har konstrueret den grundlæggende struktur i et bevis og fået klarlagt, hvad de skal formode, 
og hvad de skal vise, er det lettere at få dem til at stille stig selv spørgsmålet ”hvordan kommer jeg fra 
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formodning til konklusion”.  Hvis man starter med det, at x er ulige, kan man opskrive x som:       , 
hvor k er et helt tal. 
Herefter kan dette udtryk kvadreres som følger:                             
Modbevis 
Eleverne gives forståelse for modbevis med gennem eksemplet med udsagnet om, at alle eleverne i klassen 
var over 20 år kunne erklæres falsk, fordi at en enkelt elev var under 20 år.    
Epp afslutter med at konkludere, at elever ikke kan blive fortrolige med logikken i matematik ”over night”, 
men at de har brug for støtte, som driver dem frem imod målet. Hun afslutter med den russiske psykolog 
Vygotskys erklæring om, at det, elever er i stand til at gøre på egen hånd, er meget forskelligt fra det, de 
kan gøre med vejledning fra en lærer (Epp, 1998, s. 9). 
 
Some pedagogical aspects of proof, Hanna (1990) 
Gila Hanna diskuterer rollerne af matematisk bevis. Hun skelner i denne forbindelse imellem forskellige 
opfattelser af bevisførelse, hvor hun overvejer tre aspekter 
4. Formelt bevis: teoretisk bevis, som indeholder formel logik, og som selv matematikere kun 
anvender tilnærmelsesvis 
5. Acceptabelt bevis: bevis som normativt begreb, som definerer noget, som er acceptabelt for 
kvalificerede matematikere 
6. Forklarende bevis: bevis som en aktivitet i forbindelse med matematikundervisning, som belyser 
relevante emner for studerende. 
Formelt bevis 
Et formelt bevis bygger på aksiomer eller sætninger udledt af sætninger, som alle kan føres tilbage til 
aksiomer. Et formelt bevis er således mekanisk og er uafhængig af psykologiske aspekter. Det blev udviklet 
for at fjerne behovet for intuitiv viden og menneskelig dom, som kunne være kilder til alvorlige fejl. 
Igennem historien har der været forskellige opfattelser af matematik, matematikkens anvendelse og 
begrænsninger. Med gruppen af franske matematikere, som skrev under navnet Bourbaki, blev den 
aksiomatiske metode som grundlag for matematik fastlagt. Denne har påvirket udviklingen af læseplaner 
for gymnasier, som er udarbejdet med en tro på, at de aksiomatiske strukturer og formelle udledninger i 
matematik i sig selv er en hjælp til at forstå og dermed et nyttigt didaktisk element.  
Acceptabelt bevis 
I de sidste to årtier er både matematikere og matematikpædagoger begyndt at revurdere rollen af 
aksiomatiske strukturer og formelle beviser. Dette har ført til en revurdering af, hvad det ideelle bevis skal 
være, samt af hvad man bør undervise i, i skolerne. Når en ny matematisk idé skal accepteres, vejer 
betydningen af beviset ofte højere end bevisets korrekthed. Accepten af en sætning er hos matematikere 
en social proces, som er en funktion af forståelse og betydning, mere end det er et stringent bevis. At et 
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bevis har værdi skyldes, at det viser afgørende matematiske sammenhænge, fremfor at det demonstrerer, 
at et resultat er korrekt. 
Forklarende bevis 
I de senere år har en del matematikpædagoger revurderet matematiske bevisers rolle i pensum, i en 
bevægelse væk fra de stringente beviser og hen imod at anvende begrebet bevis som overbevisende 
argument. Gila Hanna refererer til forskellige forfattere, blandt andet Volmink 1988, som hævdede, at 
matematikundervisning ville være bedre, hvis man i følge læreplaner skulle lægge større vægt på sociale 
kriterier for accept af en matematisk sandhed frem for det rent formelle samt Balacheff 1988, som pegede 
på vigtigheden af at skabe undervisningssituationer, hvor elever får kendskab til kompleksiteten af et 
problem i forbindelse med matematisk bevisførelse, og nødvendigheden af at producere gyldige 
argumenter vælger Gila Hanna at sondre imellem følgende to bevistyper: 
  Beviser der beviser 
  Beviser der forklarer 
Begge bevistyper har den egenskab, at de kan fastslå gyldigheden af en matematisk påstand. 
Et bevis, der beviser, viser kun, at en sætning er sand. 
Et bevis, der forklarer, viser, hvorfor en sætning er sand, og begrundelsen indeholder de matematiske 
idéer, som ligger til grund for sætningen.  
Et eksempel på forskellen imellem bevis der beviser, og bevis der forklarer, er følgende beviser for 
sætningen: 
Summen af de første n tal, S(n) er lig med n(n+1)/2  
Et, bevis, der beviser, er vist som et induktionsbevis. Generelt er beviser ved induktion ikke forklarende 
(Hanna, 1990, s. 10). 
 
Et bevis, der forklarer, er Gauss’s bevis som følger: (Hanna, 1990, s. 10) 
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Gauss’s bevis er forklarende, fordi at det anvender symmetri. 
Et andet forklarende bevis, som anvender en geometrisk præsentation med arealer, er følgende: (Hanna, 
1990, s. 11). 
 
Fokus i de forklarende beviser er forståelse frem for den deduktive mekanisme. Mange elever har lettere 
ved at forstå disse forklaringer frem for matematisk deduktive beviser. 
Gila Hanna afslutter med at konkludere, at forklarende beviser bør have en større plads i matematik 
pensum, og at udfordringen for de, som fastlægger pensum, er at identificere egnede forklarende beviser. 
 
Toward comprehensive perspectives on the learning and teaching of proof, 
Harel og Sowder (2007) 
Harel og Sowder starter med at konstatere, at elevers evne til at gennemføre beviser er dårlig i flere 
klassetrin, og dette kan skyldes flere faktorer: pensum, lærerbøger, undervisning, lærernes baggrund eller 
eleverne selv.  Et omfattende perspektiv på bevisførelse omfatter mange således faktorer, herunder 
matematiske og historiske erkendelsesteoretiske faktorer samt kognitive, sociologiske og 
instruktionsfaktorer. 
Elevers opbygning af ny viden er baseret på den viden, de allerede har. Derfor er der brug for, at 
undervisere kan identificere elevers eksisterende viden for at kunne hjælpe eleven med at bygge ovenpå 
denne viden. 
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For at kunne forstå elevers vanskeligheder med bevisførelse er det nødvendigt at se på beviser i et 
omfattende perspektiv.  En enkelt faktor, som f.eks. en elevs manglende logiske modenhed og manglende 
forståelse for behovet for et bevis, er ikke nok til at identificere elevens problem og til at kunne 
tilrettelægge et interventionsforløb, som kan afhjælpe elevens problem.   
Harel og Sowder henviser til en undersøgelse af Balachef (1991), som viste, at elever kan have 
vanskeligheder med beviser, selvom de har en bevidsthed om nødvendigheden af at bevise og om logik 
(Harel & Sowder, 2007, s. 807). 
 
Begrebet bevisskema 
Harel og Sowder har udviklet bevisskemaer, som kan anvendes til at identificere en del af de 
vanskeligheder, som der findes i forbindelse med læring af og undervisning i matematisk bevisførelse. 
 
Bevisskemaer er baseret på tre definitioner: (Harel & Sowder, 2007, s. 808-809) 
1. Formodninger kontra fakta  
En person kan opfatte en påstand som enten en formodning eller et faktum. En formodning er en 
påstand, som er formuleret af en person, der er usikker på dens sandhed. Når personen bliver 
sikker på sandheden af en formodning, bliver den til et faktum. 
 
I forbindelse med matematiklæring er det væsentligt, hvordan elever kommer fra en formodning til 
et faktum, altså hvordan bliver eleverne sikre på sandheden af en formodning i matematik? 
 
2. Bevis 
Bevisførelse er den proces, som en person eller et samfund anvender for at fjerne tvivlen om 
sandheden af en påstand 
 
Bevisførelsen omfatter to delprocesser: konstatering og overbevisning 
 
3. Konstatering kontra overbevisning 
Konstatering er den proces, et individ eller et samfund benytter sig af for at fjerne dets egen tvivl 
om sandheden af en antagelse. Overbevisning er den proces, et individ eller et samfund benytter 
sig af for at fjerne andres tvivl om sandheden af en antagelse. 
 
At kunne overbevise andre gennem forklaringer og begrundelser er en social proces for både 
undervisere og elever. Elever, som selv har konstateret noget, vil ofte overveje, hvordan han kan 
overbevise andre, og herved opstår bevisførelsen som en reaktion på et erkendelsesmæssigt socialt 
behov. 
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4. Bevis skemaer 
En persons eller et samfunds bevisskemaer indeholder det, som gør det ud for konstatering og 
overbevisning for personen eller samfundet. 
 
Harel og Sowders definition af processen med at bevise og bevisskemaer er centreret om den 
måde, elever opfatter og forstår beviser på. 
 
Taksonomien af bevisskemaer er opdelt i tre typer: (Harel & Sowder, 2007, s. 809-810) 
1. Ekstern overbevisning 
a. Autoritativt bevis skema, f.eks. baseret på en autoritet som en bog eller en lærer 
b. Rituelt bevis skema, baseret på, hvordan argumenterne er fremlagt 
c. Ikke-refererende bevisskema med symbolmanipulationer, som ikke refererer til noget 
meningsfyldt hos eleven 
2. Empirisk bevis skema 
a. Induktive bevisskemaer, hvor elever bliver overbevist ved eksempler 
b. Perceptuelle bevisskemaer (sanselige, f.eks. billeder) 
3. Deduktive bevisskemaer 
a. Transformationelle bevis skemaer 
Tre væsentlige karakteristika for transformationelle bevis skemaer er: generalitet, 
operationel tankegang og logiske følgeslutninger. Generalitet referer til en forståelse af, at 
målet er, at argumentet skal gælde for alle tilfælde, og at undtagelser ikke accepteres. 
Operationel tankegang forekommer, når en person formulerer mål og delmål og forsøger 
at forudsige disses udfald undervejs i processen.  Logiske følgeslutninger benyttes, når et 
individ person forstår, at matematisk retfærdiggørelse skal være baseret på logiske 
følgeslutninger. 
 
b. Axiomatiske bevisskemaer  
Samme karakteristika som transformationelle bevisskemaer, men omfatter endvidere, at 
individet forstår, at enhver bevisførelse i princippet skal kunne føres tilbage til accepterede 
axiomer 
 
Empirisk bevis skema og deduktive bevisskemaer svarer til det, (Bell, 1976) kalder empirisk begrundelse og 
deduktiv begrundelse samt det, Balacheff (1988) kalder pragmatisk begrundelse, konceptuel begrundelse, 
hvor Balacheff inddeler i flere underkategorier: naiv empiri, afgørende eksperiment og generelt eksempel, 
hvor sidstnævnte svarer til deduktive bevisskemaer (Harel & Sowder, 2007, s. 810).  
Harel og Sowder diskuterer matematiske og historiske erkendelsesteoretiske faktorer i forbindelse med 
nogle af faserne i udviklingen af bevisskemaer i matematikkens historie samt hvorfor historiske overvejelser 
kan være en del af undersøgelser af læring af og undervisning i bevisførelse. Endvidere præsenterer de 
udvalgte studier i bevisførelse ” kognitive faktorer: en litteraturgennemgang af status studier med 
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fortolkninger af studerendes bevisskemaer” samt udvalgte studier i bevisførelse ” instruktions-socio-
kulturelle faktorer: beviser ift. pensum og instruktion” 
Forfatterne afslutter med at slå fast, at bevis skemaer indeholder det, som udgør konstatering og 
overbevisning for det enkelte individ eller samfund. Denne definition er udledt ud fra kognitive, 
epistemologiske(=erkendelsesmæssige) og instruktive overvejelser.  Bevisskemaer varierer således fra 
person til person, og undervisere er nødt til at finde ud af, hvad der skaber konstatering og overbevisning 
for den enkelte elev, og herefter tilrettelægge aktiviteter, som hjælper eleven til gradvist at flytte sig i den 
ønskede retning. Spørgsmålet er så, hvilken intervention kan bringe eleven i den ønskede retning? 
Undersøgelserne i studierne har bl.a. vist følgende (Harel & Sowder, 2007, s. 836-837) 
  hovedparten af elever i alle klassetrin foretrækker empiriske beviser, meget få foretrækker 
deduktive bevisskemaer.  
  mange elever beviser med specifikke eksempler, og de er ikke i stand til at skelne imellem 
induktive og deduktive argumenter.  
  mange elever er ikke i stand til at se, at der ikke er behov for flere eksempler, når noget er bevist  
  elever mangler forståelse for, at et enkelt modeksempel er nok til at modbevise en formodning 
  elever tror, at beviser kun er til for at verificere fakta, som de allerede kender 
  elever foretrækker rituelle og autoritative bevisskemaer, når de skal bevise 
  elever ser intet behov for at bevise noget, som de intuitivt anser som gyldigt 
  en del undervisere anvender oftest empiriske beviser og er af den opfattelse, at deduktive beviser 
tilhører den elevgruppe, som vælger at beskæftige sig med videregående matematik 
  de elever, som har arbejdet med deduktiv bevisførelse, er ofte bedre til matematik end elever, 
som ikke har arbejdet med det. 
 
A study of proof conceptions in algebra, Healy og Hoyles (2000) 
Artiklen tager udgangspunkt i en undersøgelse blandt 14 til 15 årige elever omkring beviser indenfor 
matematik. Undersøgelsen gik specifikt på beviser indenfor aritmetik og algebra. Selve undersøgelsen var 
baseret på opgaver der havde til formål at vise elevernes opfattelse af, hvad der skal til for at have et bevis, 
og derudover elevernes kompetencer indenfor beviser. 
Opgaverne i undersøgelsen bestod konkret i opgaver hvor eleverne skulle give en beskrivelse af beviser og 
hvad formålet med beviser er. Så var der opgaver hvor eleverne skulle vælge mellem udsagn omkring 
beviser, som eleverne henholdsvis skulle vælge ud fra deres egen opfattelse af beviser, henholdsvis vælge 
hvad de troede var det svar de fik højest karakter for at svare til eksamen.  
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Beviserne var opdelt i forskellige typer; fortællende/tekstbeskrivende, empiriske, visuelle og algebraiske 
(Healy & Hoyles, 2000, s. 406), og i det første opgavesæt (A1) og det andet opgavesæt (A6) var beviserne 
opdelt som følger: 
Bevis type Antal i A1 Antal i A6 
fortællende/tekstbeskrivende 2 1 
empirisk 1 1 
visuel 1 0 
algebraisk 2 2 
 
Herunder gennemgås de fire forskellige bevistyper. For hver bevistype er givet et eksempel (en opgave 
taget fra opgavesæt A1) som bevis til ”Når man adderer to lige tal, så bliver resultatet også lige”. 
Et fortællende/tekstbeskrivende bevis er for eksempel: ”Lige tal slutter med 0, 2, 4, 6 eller 8. Når du 
adderer to af disse tal, vil resultatet stadig slutte med 0, 2, 4, 6, eller 8.” 
Et empirisk bevis, er et bevis hvor man laver et antal forsøg med at indsætte tal i udsagnet, og dermed 
viser (og ser) at udsagnet er sandt. Derefter generaliserer man ved at sige, at så må udsagnet dermed være 
korrekt. Et eksempel er: ” 
2 + 2 = 4 2 + 4 = 6 2 + 6 = 8 4 + 2= 6 4 + 4 = 8 4 + 6 = 10  => altid sand”. 
Et visuelt bevis, er hvor man benytter figurer eller tegninger til at retfærdiggøre sin påstand om et udsagn. 
Et eksempel er:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 så derfor er udsagnet sand. 
Et algebraisk bevis, er et bevis hvor man bruger algebra, og opstiller beviset som for eksempel: ”Lad x være 
et helt tal, og y være et helt tal: x + y = z z – x = y z – y = x z + z – (x + y) = x + y = 2∙z   Derfor 
er udsagnet sandt”. 
Undersøgelsen viste, at flest elever vurderede de empiriske beviser for de korrekte beviser. Ud fra 
elevernes besvarelser i undersøgelserne ses det, at kun et fåtal (2 – 3 %) af eleverne valgte de empiriske 
beviser som den bevistype de regnede med gav den højeste karakter at vælge (Healy & Hoyles, 2000, s. 
409-410), hvorimod eleverne i større grad (24 % hhv. 39 %) valgte de empiriske beviser som det de selv 
opfatter som bevis. Derudfra konkluderes, at eleverne godt var klar over, at empiriske beviser havde deres 
begrænsninger, og at der blev forventet mere af eleverne end ”blot” empiriske beviser (Healy & Hoyles, 
2000, s. 410). 
Den type af beviser der oftest blev valgt at eleverne i testen, som et bevis der ville give en god 
karakterscore, var algebraiske beviser (Healy & Hoyles, 2000, s. 412). Denne type blev valgt i henholdsvis 
79 % og 63 % af tilfældene i de to test. Elevernes begrundelse for deres valg af algebraiske beviser var ikke 
fordi de havde gennemgået og forstået beviset, men i stedet fordi beviset var svært at følge; eleverne 
forbinder dermed ”noget der er svært at følge” med ”så må det være et godt bevis”. En elev begrunder 
endda sit valg af et algebraisk bevis, valgt i forhold til at få en god karakter, med: ”… it’s what Miss G likes 
because she likes complicated things  and would probably give it the best mark”. 
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Den type af beviser som flest elever valgte som deres foretrukne bevis (deres egen opfattelse af bevis), var 
de fortællende/tekstbeskrivende beviser. De blev valgt henholdsvis 62 % (A1) og 41 % (A6) af svarene 
(Healy & Hoyles, 2000, s. 415). Et bud på hvorfor dette er tilfældet er, at beviserne er præsenteret som 
dokumentation til at overbevise [læseren] og efterfulgt at en diskussion i tekstform (og måske billeder) af 
hvorfor påstanden er korrekt. 
Ud fra undersøgelsens resultat, konkluderer forfatterne, at en stor del (62 %) af de deltagende elever var 
klar over hvad et bevis kan bruges til; altså at når man har et valid bevis, så er der ingen grund til selv at 
efterprøve yderligere situationer. Med andre ord; beviset fungerer generelt (Healy & Hoyles, 2000, s. 417). 
 
Students’ understandings of logical implication, Hoyles og Küchemann (2002) 
Artiklen beskriver en undersøgelse og studie af 8. og 9. klasses skoleelevers forhold til logiske matematiske 
implikationer. En implikation har formen: p  q, hvilket med ord betyder ”hvis udtryk p er sand, medfører 
det at udtryk q er sand”.   
Studiet har fokus på tre områder indenfor emnet logisk matematisk implikationer: 
1. Hvordan bestemmer elever, der ikke har lært om logiske implikationer, om et udtryk med en logisk 
implikation er sand eller falsk, og ændrer deres tilgang til dette over tid? 
2. Er eleverne klar over den generelle anvendelighed og logiske nødvendighed af ”det det medfører” 
(consequent) i en logisk implikation, hvis både udtryk og ”forhistorie” (antecedent) er sande? 
3. Hvordan begrebsliggør elever forholdet mellem logisk implikation og dens omvendte, og hvordan 
ændrer denne begrebsliggørelse sig over tid? 
Undersøgelsen blev udført på de samme elever da de var i henholdsvis 8. og 9. klasse, og dermed var det 
muligt at registrere, hvordan eleverne individuelt havde ændret sig over tid. 
Opgaverne, eleverne i undersøgelsen blev stillet, var lavet efter, at de blev præsenteret for et udsagn samt 
to udtryk, der skulle beskrive udsagnet; en korrekt implikation, og en implikation der sagde det modsatte. 
Det ene udtryk var sandt og det andet falsk. Eleven skulle så tage stilling til, om de to udtryk sagde det 
samme, konkludere om ét af udtrykkene var korrekte, samt vurdere sandheden omkring hvert udtryk. Et 
eksempel fra undersøgelsen er opgave L1 (Hoyles & Küchemann, 2002, s. 199): 
”Joe og Fred taler omkring tallene 3 og 11. De bemærker, at SUMMEN (3 + 11) er LIGE. De 
bemærker, at PRODUKTET (3 ∙ 11) er ULIGE. 
Joe siger: ’Hvis SUMMEN af to heltal er LIGE, så er deres PRODUKT ULIGE’ 
Fred siger: ’Hvis PRODUKTET af to heltal er ULIGE, så er deres SUM LIGE’ 
a) Betyder Joe’s og Fred’s udsagn det samme? 
b) Hvis PRODUKTET af to heltal giver 1271, og Fred har ret, så gælder der at: (sæt  ) 
 Du kan være sikker på at SUMMEN af de to heltal er LIGE 
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 Du kan være sikker på at SUMMEN af de to heltal er ULIGE 
 Du kan ikke være sikker på om SUMMEN er ULIGE eller LIGE før du kender de 
to heltal. 
c) Er Joe’s udsagn sand? (forklar med ord) 
d) Er Fred’s udsagn sand?(forklar med ord) ” 
 
Resultaterne fra undersøgelsen af eleverne i 8. klasse viste, at kun 30 % af eleverne svarede korrekt til L1a 
(dvs. de svarede ”nej” til spørgsmålet).  
Til spørgsmål L1b svarede 47 % at man skulle kende de to tal, før man kunne være sikker på, om deres sum 
var lige eller ulige (dvs. empirisk tilgang), mens andre 47 % svarede, at summen af to heltal er lige (dvs. de 
deducerede ud fra udsagnet Fred gav).   
Til spørgsmål L1c var 36 % af eleverne i stand til at vælge det korrekte svar (at udsagnet er forkert) samt 
give en begrundelse for det. 
Til spørgsmål L1d var kun 9 % i stand til at vælge det korrekte svar (at udsagnet er korrekt) samt give en 
begrundelse for det. 
Nedenfor ses en tabel med de nævnte resultater for eleverne da de gik i 8. klasse, samt resultaterne for de 
samme elever et klassetrin højere (Hoyles & Küchemann, 2002, s. 205): 
Spørgsmål Svar 8. klasse 9. klasse 
L1a Korrekt svar 30 % 37 % 
L1b Empirisk (forkert svar) 42 % 23 % 
L1b Korrekt svar 53 % 72 % 
L1c Korrekt svar 36 % 48 % 
L1d Korrekt svar 9 % 14 % 
 
Konklusionen er da også, at eleverne på det mellemliggende skoleår er blevet bedre til at forstå og anvende 
logiske implikationer. 
Ud fra undersøgelsen giver forfatterne deres bud på, hvad, de mener, er elevernes måder og strategier til 
at vurdere sandheden af en logisk implikation (Hoyles & Küchemann, 2002, s. 207). De opdeler elevernes 
strategier i tre grupper: 
Strategi X er en empirisk strategi, hvor eleverne selv (tilfældigt) finder på tal, de kan indsætte 
i udtrykket, og herefter ophøjer resultatet til sandhed 
Strategi Y er en fokuseret empirisk strategi, hvor eleverne kun vælger tal, der passer ind i 
forgængeren, og derefter udregner sum og produkt for at kunne bestemme sandheden af 
udtrykket. 
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Strategi Z er en fokuseret deduktiv strategi, hvor eleverne først afgør, hvilken type af starttal 
der passer ind i forgængeren. Det vil sige, at de udnytter deres viden fra det første udsagn til 
at deducere starttallet eller typen af starttal. Derefter udregner de sum og produkt, for til 
sidst at kunne afgøre sandheden af udtrykket (ligesom ved strategi Y). 
Forskellen mellem strategi Y og Z er, at i stedet for at gøre brug af empirisk data, udnyttes deduktion og er 
baseret på strukturelle sammenhæng (ligner et matematisk bevis). Begge disse strategier kan lede til det 
korrekte svar, men da strategi Z ikke er empirisk baseret, må denne nødvendigvis være sand. Det samme 
gælder først for strategi Y, når alle tal-muligheder er afprøvet (hvilket jo naturligvis ikke kan lade sig gøre). 
Det bemærkes også, at når eleverne gør anvendelse af empirisk tilgang, så vælges tallene ofte som lave 
værdier (f.eks. 2 og 3), da de er lette at håndtere. Skal man vælge flere tal, vælges de ofte i samme 
talområde. Dermed kan man ikke være sikker på, at man er generel nok i sin udregning til at kunne ophøje 
det til generel matematisk sandhed. 
Det bemærkes, at i spørgsmål L1b hvor eleverne skal lade som om at det er Fred’s udsagn der er korrekt, og 
derudfra konkludere, om de to tal der giver tallet 1271 er lige eller ulige, der svarer en stor del faktisk 
korrekt. Formålet med spørgsmålet var at se, om eleverne kunne frigøre sig fra deres empiriske lyster, i fald 
de fik serveret en logisk implikation, og dette lykkedes for eleverne i stor stil (Hoyles & Küchemann, 2002, s. 
209). 
For at analysere elevernes argumentation for at komme frem til, om Fred’s og Joe’s udsagn siger det 
samme, anvendes Toulmin’s argumentationsmodel (Toulmin, 1958) som model for argumentationen. Det 
skal nævnes, at Toulmin’s model ser ud som: 
      Data (Datum) ------> Påstand (Claim / Conclusion) 
                                   | 
                       Begrundelse (Warrant) 
                                   | 
                        Opbakning (Backing) 
 I forhold til opgave L1a sættes de fire dele til følgende: 
 Påstand Påstanden er om p  q er det samme som q  p  
 Data Data er informationen omkring de to udsagn p  q og q  p 
 Begrundelse Begrundelsen for at data understøtter påstanden, og er den eleven skal finde. 
 Opbakning Opbakning skal støtte begrundelsen, og kan findes i yderligere data og  
  begrundelser 
Ud fra hvad forfatterne har set af argumenter blandt besvarelserne i undersøgelsen, opdeles argumenterne 
i fire grupper: A, B, C og D. 
Matematik: For mange huskeregler? 
2. semester 
Side 81 
Type A tager ikke hensyn til data, og ser ”forhistorien” (antecedent) og ”det det medfører” (consequent) 
som noget der godt må byttes om på. Det vil sige, at de tror man kan bytte rundt på udsagn p og q i ”hvis p 
er sandt så betyder det at q er sand”, eller med symbol: at når p  q så må det også gælde at q  p. 
Type B bruger data, men ser ”forhistorien” (antecedent) og ”det det medfører” (consequent) som noget 
der godt må byttes om på. De gør brug af data til at retfærdiggøre deres påstand (selv om den ikke er 
korrekt). 
Type C ser ”forhistorien” (antecedent) og ”det det medfører” (consequent) som noget der kun gælder for 
den givne rækkefølge (altså at ”Det det medfører” kommer efter ”forhistorien”) og dermed ikke kan byttes 
om. Denne iagttagelse, at fordi p  q så betyder det ikke også at q  p, har type C elever gjort efter at 
have anvendt data til at teste udsagnene med, og derfor har en type C elev typisk startet med at svare som 
en type A eller B elev (Hoyles & Küchemann, 2002, s. 214). 
Type D ser ”forhistorien” (antecedent) og ”det det medfører” (consequent) som noget der kun gælder for 
den givne rækkefølge (altså at ”Det det medfører” kommer efter ”forhistorien”) og dermed ikke kan byttes 
om. Data anvendes til at bekræfte påstanden frem for at retfærdiggøre den. 
 
A method for revealing structures of argumentations in classroom proving 
processes, Knipping (2008) 
Artiklen beskriver metoder til hensigtsmæssigt at gennemgå beviser og ræsonnementer i 
undervisningsøjemed. Når en underviser udfører og viser et matematisk bevis for en klasse, er der ifølge 
artiklens forfatter behov for at få opbygget og sammensat bevisførelsen ud fra bl.a. pædagogiske 
overvejelser (Knipping, 2008, s. 428). Hvis man ser på hvad der er praksis i skolerne rundt om, så bliver der i 
klasseværelserne udført forskellige former for ”beviser”, som, når det kommer til stykket, ikke er beviser i 
matematisk forstand. 
Et matematisk bevis kan betragtes som slutresultatet for en matematikers arbejde; Derfor kan man 
forestille sig, at man kan analysere et bevis efter samme metode som beviset blev udviklet (Knipping, 2008, 
s. 429). Når elever skal lære om beviser, skal eleven bringes til at forstå den type logik, der ligger bag det 
matematiske bevis, og acceptere de samme forklaringer for beviset på lige fod med matematikere. 
Når lærere underviser elever i beviser, sker det, at læreren ikke følger de formelle matematiske 
fremgangsmåder for beviser. Dette gøres ofte af pædagogiske årsager. Denne omgang med beviser, der 
ikke følger de normale matematiske fremgangsmåder, opfattes af matematikere som ulogiske. 
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Brug af Toulmin’s argumentationsmodel: Toulmin beskrev i 1958 en model til brug for argumentation 
(Knipping, 2008, s. 427) og (Toulmin, 1958). Denne model kan ifølge artiklens forfatter, anvendes når der 
skal laves matematiske beviser. Modellen siger: 
     Data (Datum) ------> Påstand (Claim / Conclusion) 
                                   | 
                       Begrundelse (Warrant) 
                                   | 
                        Opbakning (Backing) 
Det vil sige, at en påstand kan retfærdiggøres ud fra data, og forbindelsen mellem data og påstanden 
udgøres af begrundelsen (eventuelt bakket op af et opbaknings-argument). 
Som eksempel nævnes:  
Påstand: ”Harry’s hår er ikke sort” 
Data: ”Vi kan se at Harry’s hår er rødt” 
Begrundelse: ”Hvis noget er rødt, kan det ikke samtidigt være sort” 
Ud fra Toulmin’s model er det tydeligt, at begrundelsen er en central del i det at argumentere. Det gør sig 
dermed også gældende når man udfører et matematisk bevis for elever; begrundelsen må ikke være 
eksplicit, men skal være tydelig italesat (Knipping, 2008, s. 430). 
Man kan dele et bevis op i underdele, i forhold til Toulmin’s model; såkaldte lokale argumenter. Når man 
giver hele beviset listet op efter Toulmin’s model, kaldes det for det globale argument. Det globale 
argument bliver dermed til en kæde af lokale argumenter, hvor det første lokale arguments påstand, vil 
udgøre data for det efterfølgende lokale argument. Tilsammen udgør alle de lokale argumenter beviset. 
I artiklen tager forfatteren beviset for Pythagoras op, og viser det udført med Toulmin’s model. Dette ses 
nedenunder: 
 
  D = Data 
  C/D = Påstand der i næste lokale argument bliver til data 
  C = Påstand 
  W = Begrundelse 
Nedenfor ses samme globale argument, men med tydeliggjorte lokale argumenter; Første lokale argument 
er markeret med en rød kasse, andet lokale argument er markeret med grøn kasse, og tredje lokale 
argument er markeret med en blå kasse: 
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Artiklens forfatter har i en udvalgt 9. klasse fra Tyskland fulgt en matematiktime, hvor netop beviset for 
Pythagoras gennemgås. Først har forfatteren delt det underviste forløb op i otte afsnit. Herefter har 
forfatteren analyseret de argumenter, som underviseren af klassen anvendte i de enkelte afsnit til at 
godtgøre beviset. Argumenterne analyseres i forhold til Toulmin’s argumentationsmodel, og visualiseres 
ved generelle diagrammer med symboler.  
Mening fremkommer gennem interaktion, så det at skabe mening hos elever kræver interaktion med 
eleverne (Knipping, 2008, s. 432). 
 
A direct approach to indirect proofs, Leron (1985) 
Emnet i denne artikel er matematiske beviser, og hvordan man kan opstille og formulere et matematisk 
bevis på en hensigtsmæssig måde, således ikke-matematikere bedre kan forstå det. 
Der tages udgangspunkt i beviset for at der findes uendelig mange primtal. Et bevis, der af forfatteren 
beskrives som ”eternal, shining, elegant”, men som han har oplevet efterlader tomme blikke hos de 
studerende (Leron, 1985, s. 321-322). Beviset er formuleret således: 
”Antag at der kun er et endeligt antal primtal: p1, p2, …, pn. Forestil dig tallet M = p1 ∙ 
p2 ∙ … ∙ pn + 1. På samme måde som alle naturlige tal større end 1, må M også have 
en primfaktor, p. p skal være forskellig fra p1, p2, …, pn da disse ikke kan divideres 
med M, da de vil give en rest på 1. Derfor må p være et nyt primtal, hvilket modsiger 
påstanden om, at vi har oplistet dem alle.” 
Men hvorfor bliver elever fjerne i blikket, når et sådant bevis introduceres til dem, mens forfatteren (og 
andre matematikere) bliver fornøjede og ser skønhed? 
Forfatteren giver en anden formulering af selvsamme bevis – en formulering han har fundet lettere for 
elever at forstå (Leron, 1985, s. 322) : 
”Vi viser her en konstruktion (en algoritme) som ud fra en liste af primtal, p1, p2, …, 
pn, kan give et nyt primtal. Konstruktionen og dets bevis er: beregn tallet M = p1 ∙ p2 ∙ 
… ∙ pn + 1 og vælg et af dets prim faktorer.” 
Eleverne ser konstruktionen M = p1 ∙ p2 ∙ … ∙ pn + 1, som de kan forholde sig til. De kan indsætte primtal som 
p1, p2 osv. og selv regne på det. 
Forfatteren giver sit bud på, hvorfor den første version af beviset giver problemer. Han mener, at det drejer 
sig om at den første version af beviset går på at vi skal forestille os noget uvirkeligt (altså at der kun findes 
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et endeligt antal primtal), hvorefter vi bruger resten af beviset på at modbevise vores uvirkelige påstand 
(altså at der ikke findes et endeligt antal primtal… men det vidste vi jo godt i starten!) (Leron, 1985, s. 323). 
Mange af de matematiske beviser der er lavet, er opbygget således at man kan adskille konstruktionen fra 
den negative antagelse (således at man ikke skal forestille sig noget uvirkeligt). 
 
Modelling and proving as forms of justification: an analytic essay, Niss (2005) 
Matematiske beviser bliver i matematikundervisningen ofte til noget, man skal kunne, fordi sådan siger 
bekendtgørelsen. Elever lærer beviserne, så de senere (f.eks. til eksamen) kan præsentere dem og vise, at 
de har styr på den bagvedliggende matematiske teori. Men oftest er dét, der skal bevises, givet i opgaven. 
Det er sjældent, at eleven selv skal retfærdiggøre sin påstand ved brug af matematiske beviser. 
Matematisk modellering bliver i essayet sat sammen med beviser og matematisk bevisførelse. Traditionelt 
ses disse to emner ikke som noget sammenhængende eller at have relation til hinanden, selvom de begge 
to er meget centrale indenfor matematikundervisningen. 
Der er grundlæggende to forskellige grunde til at foretage modellering; den første grund er for at kunne 
give en beskrivelse af et fænomen eller en situation, og dermed bruge modellen til at give svar eller 
foretage forudsigelser. Det kan for eksempel være, hvordan en befolkningsgruppe udvikler sig i forhold til 
køn og alder eller bruge en model til at forklare hvorfor planeterne bevæger sig som de gør. 
Den anden grund til at foretage modellering er for at kunne simulere virkeligheden med henblik på at vælge 
den rigtige løsning eller ”vej”, uden først at have bygget den. Det kan for eksempel være en model, der kan 
give svar på, hvor det er mest hensigtsmæssigt at placere et nyt indkøbscenter, eller en model der kan 
beregne stråledoser i forskellige retninger, i forbindelse med kræftbehandling. 
Nu er det ikke sådan at man kan adskille de to modeltyper helt. Ofte har man gang i en blanding af de to 
typer.  
Når man skal lave en matematisk model, ønsker man at udtage dele fra et ”extramathematical” domæne 
(A). De dele man udtager, bliver via en mappingfunktion (f) oversat til det matematiske domæne (M). 
Mapningen fra A til M kaldes ofte for at man matematiserer. De spørgsmål man ville stille i domæne A 
bliver også mappet til domæne M, hvor de bliver besvaret ud fra matematiske metoder. Resultatet bliver 
mappet tilbage fra domæne M til domæne A. Svarene (resultaterne) der dermed kommer ud af modellen, 
bliver verificeret i forhold til ”om det virkelig kan passe”; altså om modellen virker. Hvis resultaterne ikke er 
troværdige, bliver modellen sandsynligvis revurderet og forfinet. 
Når modellen bliver udviklet i M domænet, gøres der anvendelse af beregninger og beviser, da det jo er det 
værktøj man har i matematikkens verden til at retfærdiggøre, om det matematiske udsagn er sandt. Det 
output, som modellen giver, gives på baggrund af de input, som fra domæne A blev mappet til domæne M, 
og dermed ud fra selve matematiseringen. Hvis de input/betingelser, der gives fra domæne A, ændres på 
en måde, så matematiseringen giver input helt andre egenskaber i domæne M, ja så har man en helt ny 
situation.  
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Man kan stille det op og sige, at modeller giver en berettiget påstand i forhold til domæne A, mens et 
matematisk bevis giver en berettiget påstand i forhold til domæne M (Niss, Modelling and proving as forms 
of justification: an analytic essay., 2005, s. 7). 
Ud fra essayet opstilles tre didaktiske konsekvenser: 
For det første skal matematikundervisere (fra folkeskole til universitet) præcisere at begrundelser spiller en 
vigtig rolle indenfor modellering. Modeller bliver opstillet for at kunne give en begrundet påstand indenfor 
det domæne, der bliver modelleret. 
For det andet skal matematikundervisere ikke fokusere på færdiglavede matematiske beviser, som 
eleverne får serveret, da det på ingen måder fremmer elevernes forståelse for, hvad beviser bruges til; kun 
at det er pensum. 
For det tredje bør man notere sig den sammenhæng, der er mellem modellering og beviser (som beskrevet 
i essayet), og udnytte denne sammenhæng i forhold til undervisning. 
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Appendiks 2: Detektionstest 2 
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Appendiks 3: Diagnosticering 
Diagnosticering, Frederikke 
Frederikkes svar på de indledende spørgsmål er skrevet med kursiv 
1. Hvad er logik? 
Noget man finder naturligt. 
 
2. Hvad er matematik? 
Det er ikke naturligt/logisk. Ligninger. Det er svært. Plus og minus. 
 
3. Hvordan lærer man matematik? 
Interesse, nysgerrighed, anvende i praksis 
 
4. Hvordan bliver man god til matematik? 
Øve det. Gentagelser, udenadslære. 
 
5. Hvornår er man god til matematik? 
Når man kan sidde i Brugsen (og klare sig der), Kommer an på hvilket niveau man skal bruge det på. 
 
6. Hvem er god til matematik? 
Dem der kan afkode sproget. 
 
7. Hvorfor er nogle personer bedre til matematik end andre? 
Deres interesse i faget. 
 
8. Hvad synes du er svært ved matematik? 
Logikken er svær. 
 
9. Hvad er forskellen på mundtlig og skriftlig matematik? 
Synes ikke der er forskel på mundtlig og skriftlig matematik. 
 
10. Foretrækker du mundtlig eller skriftlig matematik? 
Mundtlig. 
 
11. Hvad forstår du ved matematisk sandhed? 
Når jeg kan se logikken i det. 
 
12. Hvad forstår du ved et matematisk bevis? 
At man forklarer hvordan man er kommet frem til det man har udregnet.  
 
13. Hvad kan matematik anvendes til i praksis? 
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Mange ting… Kan bruges i det kreative miljø. Hvis jeg skal bruge det, skal jeg kunne bruge det i 
praksis. Bruge i Brugsen. 
 
14. Bruger du eller har du brugt matematik udenfor skolen? Hvordan? 
Ja… i Brugsen (sidder ved kassen). Hjælpe søster i matematik (4. klasse). Der giver matematik stadig 
mening for mig. 
 
15. Hvad er en matematiker? 
Professor. En videnskabsmand. 
 
16. Hvad er matematisk videnskab? (hvordan er matematik opbygget?) 
Hvis du spørger en der kan finde ud af det, så vil han nok sige, at det ikke er det. 
 
17. Kender du regningsarternes hierarki? - hvad er formålet med disse? 
Det er noget med hvad man gør først. Det er noget man har bestemt. 
 
 
Opgave 1 
Søren siger, at hvis man laver en ny cirkel ved at halvere diameteren i en cirkel, har den nye cirkel 
både halvt så stor en omkreds og halvt så stort et areal som den oprindelige. Har Søren ret? 
 
 
 
• Ja:  Nej:  Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
 
Ocirkel = 2∙∙r 
Acirkel = ∙r
2 
 
 
Frederikke svarer ”JA” til at starte med. 
 Frederikke ”Når man tager halvdelen fra, så bliver det jo mindre” 
 Tina: ”Hvad er det man tager halvdelen fra?” 
 Frederikke: ”Omkredsen af det hele.” 
 Tina: ”Men det var jo diameteren vi halverede jo. Men halverer man så også  
  omkredsen?” 
 Frederikke ”Ja, den bliver også mindre” 
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 Tina: ”Men bliver den lige så meget mindre? Er det det samme forhold?” 
 Frederikke: ”Ja, det vil det da være hvis det er halvdelen! Vil det ikke det? Det tror jeg.” 
 Tina: ”Hvad med arealet?” 
 Frederikke: ”Det vil det også blive” 
 Tina: ”Ser det sådan ud på tegningen? Kan der kun være 2 af de små indenfor den 
  store?” 
 Frederikke: ”Nej… Der kan være 4! Jeg ved det ikke…” 
 Tina: ”Men du synes ikke det ser ud til at passe med arealet. Kan du ikke bruge 
  formlerne til at finde en forklaring på hvorfor det er som det er?” 
 
Herefter køres nogle tal-eksempler igennem så Frederikke kan se sammenhængen mellem omkreds og 
areal. Frederikke har svært ved at gennemskue, at det ikke både er omkreds og areal der halveres. Dette ses 
af Figur 40: 
 
Figur 40 Frederikkes besvarelse af opgave 1. 
 
 
Opgave 2 
Susanne siger, at hvis man laver en ny terning ved at fordoble længden af alle kanterne i en terning, 
har den nye terning et otte gange så stort rumfang som den oprindelige. Har Susanne ret? 
 
• Ja:  Nej:  Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
 
Arektangel = længde ∙ bredde 
Vkasse = længde ∙ bredde ∙ højde 
 
 
 
Matematik: For mange huskeregler? 
2. semester 
Side 97 
 
Figur 41 Frederikkes besvarelse af opgave 2. 
 
Frederikke svarer ”NEJ”, tegner skitsen vist på Figur 41, men kan ikke gennemskue det – heller ikke med tal. 
 
 
 
 
Opgave 3 
En taxa i Århus tager et startgebyr på kr. 30,00 og kr. 7,30 pr. kørt kilometer. Ali skal køre 10 
kilometer med taxa i Århus og Aya skal køre 20 kilometer. 
 
• Er det rigtigt at Aya skal betale dobbelt så meget som Ali? Ja:  Nej:  Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
 
 
Frederikke svarer ”JA”. Opfordres til at udregne med tal. Dette ses på Figur 42: 
   
 
Figur 42 Frederikkes udregning til opgave 3. 
Frederikke kan ikke forstå hvorfor 176 ikke er det dobbelte af 103 (kan slet ikke se startgebyrets 
betydning/indvirkning). 
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Opgave 4 
Aya siger, at der for alle reelle tal gælder, at  2 ≥  . Hvilke af følgende værdier af   kan bruges til at 
vise, at dette udsagn er falsk? 
 
 
Figur 43 Frederikkes udregning til opgave 4. 
Frederikke får hjælp til gangestykket i den sidste opgave, men hun konkluderer korrekt på, hvilke a-værdier, 
der kan bruges til at vise, at udsagnet er sandt. Udregningerne ses på Figur 43. 
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Figur 44 Frederikkes løsning af opgave 5. 
 
Det ses på Figur 44, at Frederikke foretrækker at udregne det, der står i parentes, først, dog ganger hun ind i 
parentesen, hvor der kun står et enkelt tal foran parentesen.  Opgaverne med bogstaver kan Frederikke ikke 
løse. ”Tal er logisk da man bare kan regne det sammen. Bogstaver er ikke logisk.”, bemærker Frederikke. 
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Diagnosticering, Christian 
Christians svar på de indledende spørgsmål er skrevet med kursiv 
1. Hvad er logik? 
Noget der hurtigt kan regnes ud, uden at have en høj uddannelse for at forstå (ex. næsten alle 
svaner er hvide). 
 
2. Hvad er matematik? 
Samling af udregninger for logiske ting. Visualisering af logiske ting; Ex. prisstigninger og renter o.l. 
 
3. Hvordan lærer man matematik? 
gå-på-mod og øvelse og interesse. 
 
4. Hvordan bliver man god til matematik? 
Hvordan matematikken bliver forklaret (af lærer eller lærebog) når man skal lærer det. 
 
5. Hvornår er man god til matematik? 
Når man kan løse ligninger uden hjælpemidler. Avanceret matematik; kan se meningen bag det. 
 
6. Hvem er god til matematik? 
Matematikere, lagerfolk, datamatikere, fysikere, kemikere. 
 
7. Hvorfor er nogle personer bedre til matematik end andre? 
Interesse for matematik. 
 
8. Hvad synes du er svært ved matematik? 
At løseligninger. Formler kan læres (huskes udenad), mens det at flytte rundt på tallene er svært 
[dvs. at kunne huske reglerne for hvad man må når man løser ligninger]. Derfor er jeg bedre til at 
forklare ting i matematik end at løse opgaver. 
 
9. Hvad er forskellen på mundtlig og skriftlig matematik? 
Mundtlig: at kunne forklare hvordan man er kommet frem til løsningen.  
Skriftlig: der skal man skrive noget ned. 
 
10. Foretrækker du mundtlig eller skriftlig matematik? 
Foretrækker mundtlig fordi jeg har nemmere ved at forklare mig i matematik. Jeg er generelt ikke 
glad for at skrive ned, og når jeg ikke selv gider se på det, så gider andre heller ikke se på det. Jeg 
har lettere ved at lytte på folk hvad de siger end selv at skrive det ned. 
 
11. Hvad forstår du ved matematisk sandhed? 
Lighedstegnet betyder, at hvad der er på den ene side af lighedstegnet er det samme som det der er 
på den anden side. 
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12. Hvad forstår du ved et matematisk bevis? 
At det er en forklaring på hvordan det er på begge sider af lighedstegnet (altså forklaring på hvorfor 
det er regnet sådan).  
 
13. Hvad kan matematik anvendes til i praksis? 
Kan bruges til at regne valuta, procent og rabat. Lad være med at spørge mig omkring trigonometri. 
Det er en af de få ting jeg stadig undrer mig over hvad jeg skal bruge det til. Det kan nok godt 
bruges til et eller andet, men jeg kan bare ikke bruge det. Jeg går ikke og leder efter en mening med 
trigonometri. Det er lige irriterende at lære trigonometri (ligesom anden matematik). 
 
14. Bruger du eller har du brugt matematik udenfor skolen? Hvordan? 
Jeg regner meget med priser og procenter, da jeg er meget obs på besparelser. Procentregning har 
jeg brugt så meget, så jeg er begyndt at kunne bruge det i hovedet. I stedet for at se 25 % siger jeg 
2∙50 % (altså 50 % af 50 %). Andre procentsatser kan jeg godt bruge en lommeregner. Jeg glemmer 
nogle gange rækkefølgen (ved beregning) så jeg prøver mig lidt frem. 
 
15. Hvad er en matematiker? 
En person man tager fat i hvis man skal foretage en større matematisk udregning. En computer kan 
mere end en matematiker, men matematikeren ved hvordan computeren skal bruges. 
 
16. Hvad er matematisk videnskab? (hvordan er matematik opbygget?) 
Matematik er en videnskab. Det er noget man bliver nød til at studere i længere tid. Der er en række 
af matematikere der hele tiden finder noget nyt. Matematikken er opbygget ved at nogle finder et 
problem der ikke er en løsning på nu, og så er der nogle der sidder i længere tid og finder ud af 
hvordan det kan laves som en udregning. Tilbage i tiden startede det op med at tælle sten og 
lignende. Så udviklede det sig til kuglerammen. Det udvikler sig hele tiden. Bundet op på nogle 
praktiske ting: Kunne udregne at et tag ikke bliver skævt. 
 
17. Kender du regningsarternes hierarki? - hvad er formålet med disse? 
Parenteser først, gange division bagefter og så plus og minus. Det er for at gøre det mere simpelt 
for dem der ikke har en større matematisk indsigt. Altså en instruks. Ellers vil vi nå frem for den 
forkerte løsning. Folk vil komme frem til vidt forskellige resultater, hvis der ikke var regler for det. 
Gange regner med større tal til at starte med, så det vil man gerne reducere dem først, og så tager 
man det simple stykke og plusser og minuser bagefter. Parentesen har jo tit været sådan, at det der 
står i den er vigtigere (og skal dermed regnes først). Man har jo altid indrammet det der er vigtigt. 
Det er noget man har fundet på. 
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Opgave 1 
Søren siger, at hvis man laver en ny cirkel ved at halvere diameteren i en cirkel, har den nye cirkel 
både halvt så stor en omkreds og halvt så stort et areal som den oprindelige. Har Søren ret? 
 
 
 
• Ja:  Nej:  Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
 
Ocirkel = 2∙∙r 
Acirkel = ∙r
2 
 
Christian kan tydeligt huske sit svar fra testen (hvor han svarede ”Kan ikke svare”). Begrundelsen for dette 
svar er, at han ikke havde formlen for omkreds og areal af cirkel.  
Her gives begge formler, og han ser selv, at r er i anden ved areal og ikke ved omkreds. Derfor svarer han 
”NEJ”, da r2 er mere end det dobbelte af r. 
 
 
Opgave 2 
Susanne siger, at hvis man laver en ny terning ved at fordoble længden af alle kanterne i en terning, 
har den nye terning et otte gange så stort rumfang som den oprindelige. Har Susanne ret? 
 
• Ja:  Nej:  Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
 
Arektangel = længde ∙ bredde 
Vkasse = længde ∙ bredde ∙ højde 
 
I detektionstesten svarede Christian ”NEJ”. Han begrunder sit svar med, at han ikke kunne visualisere det da 
de sad til testen. 
Nu har han formel for volumen af kasse, og indsætter som eksempel tallet ”2”, og udregner det til : 2 ∙ 2 ∙ 2 
= 8. Bagefter fordobler han længden til 4, og udregner det til: 4 ∙ 4 ∙ 4 = 64. Herefter bruger han 8-tabellen til 
at se, at 8 ∙ 8 = 64, og kan så konkludere, at svaret er ”JA”. 
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Opgave 3 
En taxa i Århus tager et startgebyr på kr. 30,00 og kr. 7,30 pr. kørt kilometer. Ali skal køre 10 
kilometer med taxa i Århus og Aya skal køre 20 kilometer. 
 
• Er det rigtigt at Aya skal betale dobbelt så meget som Ali? Ja:  Nej:  Jeg kan ikke svare: 
• Giv en kort begrundelse for dit svar 
 
Christian havde i detektionstesten svaret ”NEJ”, og dette svar holder han fast i. Hans begrundelse er, at 
startgebyret på 20 kr. er det samme i begge situationer. Dette ses på Figur 45. 
 
Figur 45 Christians udregning til opgave 3 i diagnosticeringen. 
 
 
Opgave 4 
Aya siger, at der for alle reelle tal gælder, at  2 ≥  . Hvilke af følgende værdier af   kan bruges til at 
vise, at dette udsagn er falsk? 
a)    
 
 
 
b)     
c)   
 
  
 
d)     
e)       
 
Christian går de fem opgaver igennem en for en, og bruger følgende begrundelse for svaret: 
 a)      , så det er positivt. Positiv > negativ, så SAND 
 b)      , så SAND 
 c) 
 
  
 
 
  
 
 
   
.           
 
   
 
 
  
, så FALSK (han fik hjælp til brøken) 
 d)      , så SAND 
 e)             .             , så FALSK 
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Opgave 5 
 
Figur 46 Christians udregninger til opgave 5. 
 
Christians første kommentar til spørgsmålene i opgave 5 er at ”Jeg hader algebra fordi der er så mange 
snydere i algebra”. Men som det ses på Figur 46, så regner Christian opgaverne korrekt. 
Efter udregning af spørgsmål 5 bliver Christian bedt om at regne parenteserne ud først, inden han ganger 
dem sammen. Her opdager han, at det giver samme resultat som han fik ved at gange alle led i begge 
parenteser med hinanden. 
Til spørgsmål 3 ræsonnerer han, at ”I anden må være højere i hierarkiet end parenteser”. 
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Appendiks 4: Intervention 1-3 
Matematik 
Tal, regneoperationer og algebra 
Aksiom = matematisk grundantagelse, som antages at være sand, og som ligger til grund for et 
større system af sætninger.  
Aksiomer bruges i et logisk system som det fundamentale grundlag til at bevise andre sætninger i 
teorien. Aksiomer bevises ikke, men fastlægger nogle grundlæggende regler og begreber. 
Addition (plus): 
 
      
 
 
Addition (plus): 
 
      
Subtraktion (minus)  -  modsat operation til plus 
 
      
 
 
Subtraktion (minus)  -  modsat operation til plus 
 
      
 
 
 
Multiplikation (gange): 
 
      
 
 
Multiplikation (gange): 
 
      
Division - modsat operation til gange 
 
 
 
   
 
      
 
 
Division - modsat operation til gange 
 
 
 
   
 
      
 
 
0 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 142 15
2 4
6
0 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 142 15
2 2 2 2
8
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Regningsarternes hierarki 
 
 
 
- Man regner først parenteser ud 
- Bagefter er det potens og kvadratrod 
- Gange og division 
- Plus og minus 
 
 
 
 
 
 
 
Udregn følgende: 
        _____________________________________________________ 
       _____________________________________________________ 
        ______________________________________________________ 
       _______________________________________________________ 
        ______________________________________________________ 
       _______________________________________________________ 
        _____________________________________________________ 
          ___________________________________________________ 
         ____________________________________________________ 
          ___________________________________________________ 
             _______________________________________________ 
            ________________________________________________ 
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   ________________________________________________________ 
 
 
 
  
 
  ________________________________________________________ 
   
 
   _________________________________________________________ 
    
   
  ________________________________________________________ 
      _______________________________________________________ 
         _____________________________________________________ 
      ________________________________________________________ 
                     ________________________________________ 
 
Reducer mest muligt: 
Husk at bogstaver er pladsholdere for et tal 
   
  
 
   ______________________________________________________ 
                ________________________________________ 
        _____________________________________________________ 
                 _______________________________________ 
                _________________________________________  
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Beregn arealerne af nedenstående rektangler 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
2                       4 
5 
 
A                       B 
A = ____________________________________ = ______________ 
 
B = ____________________________________ = ______________ 
 
Samlet areal = A + B                                                  = ______________ 
 
 
 
 
5 
 
6 
 
 
Samlet areal =  _________________________  = ______________ 
 
 
 
 
A             B 
2                       4 
3 
 
A                       B 
A = ____________________________________ = ______________ 
 
B = ____________________________________ = ______________ 
 
Samlet areal = A + B                                                  = ______________ 
 
 
 
 
3 
 
6 
 
 
Samlet areal =  _________________________  = ______________ 
 
 
 
 
A             B 
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Beregn arealerne af nedenstående rektangler 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Kan du opstille en regneregel, som gælder for beregningerne?  
b                       c 
a 
 
A                       B 
A = ____________________________________ = ______________ 
 
B = ____________________________________ = ______________ 
 
Samlet areal = A + B                                                  = ______________ 
 
 
 
 
a 
 
b+c 
 
 
Samlet areal =  _________________________  = ______________ 
 
 
 
 
A             B 
Intervention 1 - 3    Side 5 af 15 
 
Matematik: For mange huskeregler? 
2. semester 
Side 110 
Udregn følgende: 
 
        _____________________________________________________ 
 
         _____________________________________________________ 
 
          ____________________________________________________ 
 
                                                                               
 
         ____________________________________________________ 
 
        _____________________________________________________ 
 
        _____________________________________________________ 
 
          ___________________________________________________ 
 
          ____________________________________________________ 
 
           __________________________________________________ 
 
Kan du opstille en regneregel, som gælder for de sidste 4 beregninger? 
 
         ____________________________________________________ 
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Beregn arealerne af nedenstående rektangler 
 
 
                         
 
 
 
 
 
 
  
A  
B  D 
C 
A  C 
B  D 
A = ____________________________________ = ______________ 
 
B = ____________________________________ = ______________ 
 
C = ____________________________________ = ______________ 
 
D= ____________________________________ = ______________ 
 
Samlet areal = A + B + C + D                                     = ______________ 
 
 
 
 
 
Samlet areal =  _________________________  = ______________ 
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Beregn arealerne af nedenstående rektangler 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         
 
 
 
 
 
                       
A  
C
B 
D 
C 
A  C 
B  D 
A = ____________________________________ = ______________ 
 
B = ____________________________________ = ______________ 
 
C = ____________________________________ = ______________ 
 
D= ____________________________________ = ______________ 
 
Samlet areal = A + B + C + D                                     = ______________ 
 
 
 
 
 
Samlet areal =  _________________________  = ______________ 
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Beregn det samlede areal af de fire rektangler 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
A = ____________________________ = ______________ 
 
B = ____________________________ = ______________ 
 
C = ____________________________ = ______________ 
 
D= _____________________________ = ______________ 
 
Samlet areal = A + B + C + D = ________________________ 
 
 
 
 
 
Samlet areal =  __________________________________ 
 
 
 
 
A  C  
D  B  
B  D  
C A  
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Beregn det samlede areal af de fire rektangler 
 
                                                  
 
 
 
 
 
 
 
Kan du opstille en regneregel, som gælder for beregningerne?  
C
C 
A = ____________________________ = ______________ 
 
B = ____________________________ = ______________ 
 
C = ____________________________ = ______________ 
 
D= _____________________________ = ______________ 
 
Samlet areal = A + B + C + D = ________________________ 
 
 
 
 
 
Samlet areal =  _________________________________________ 
 
 
 
 
A  
B 
D  
A  
D  
D 
C
B  
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Udregn følgende: 
 
            ________________________________________________ 
 
         _____________________________________________________ 
 
              _______________________________________________ 
 
        _____________________________________________________ 
 
 
 
 
            ____________________________________________________________ 
 
                  ___________________________________________________ 
 
              ___________________________________________________________ 
 
                    __________________________________________________ 
 
Kan du opstille en regneregel, som gælder for de sidste 4 beregninger? 
 
             _____________________________________________ 
  
Intervention 1 - 3    Side 11 af 15 
 
Matematik: For mange huskeregler? 
2. semester 
Side 116 
Udregn følgende: 
 
            ____________________________________________________________ 
 
                  ___________________________________________________ 
 
              ___________________________________________________________ 
 
                    __________________________________________________ 
 
Kan du opstille en regneregel, som gælder for de sidste 4 beregninger? 
 
             _____________________________________________ 
 
Udregn følgende: 
             ___________________________________________ 
 
       __________________________________________________ 
 
             ___________________________________________ 
 
       __________________________________________________ 
 
                                                                         
Intervention 1 - 3    Side 12 af 15 
 
Matematik: For mange huskeregler? 
2. semester 
Side 117 
Udregn følgende: 
 
                              
 
                                 
 
                                 
 
                                 
 
 
                               
 
                                     
                                     
                                       
 
Kan du opstille en regneregel for nedenstående udtryk? 
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Udregn følgende: 
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Kan du opstille en regneregel for nedenstående udtryk? 
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Appendiks 5: Hjemmeopgaver til Frederikke 
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Periode: 24. august 2015 til 30. november 2015 
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Fokus: Bruge modellering til at styrke elevers 
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Forord 
Denne rapport er skrevet som dokumentation for 3. semester på Roskilde Universitets matematik-
vejlederuddannelse. Temaet for semestret var ”Modeller og modellering i matematik”, og forløb i perioden 
august 2015 til november 2015. 
I rapporten behandles og beskrives relevant litteratur i forhold til projektets tema, såvel semestrets 
pensum. Resumeer af pensumlitteratur findes i Appendiks 1: Resumeer af kernestoflitteraturen, side 92. 
De to elever der er omtalt i rapporten, optræder med opdigtede navne, således deres anonymitet 
opretholdes. 
Rapporten er skrevet af Tina Rosendahl og Henrik Nørby Larsen Kærgaard fra Gymnasiet HTX Skjern, og 
vejledere på projektet har været professor Mosens Niss fra Roskilde Universitet og lektor Uffe Thomas 
Jankvist fra Aarhus Universitet. 
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Indledning 
Vi oplever en del elever, som har en styrke, når undervisningen gennemføres med en praktisk tilgang. Dette 
er eksempelvis ved fysiske forsøg, hvor de med deres egne øjne kan se hvad der sker, og resultaterne er 
håndgribelige. I sådanne situationer er disse elever i stand til at indse sammenhænge og bidrage til løsning 
af en konkret problemstilling. Derimod har de i rene matematiske situationer, som ikke er 
virkelighedsnære, ofte problemer med at forstå og angribe en opgave. 
 
Problemformulering 
Vi vil i dette projekt tage udgangspunkt i de praktisk-orienterede elever med matematiklærings-
vanskeligheder. Vi vil designe og gennemføre et interventionsforløb, hvor vi vil anvende modellering som 
løftestang for matematikken og matematikforståelsen, forstået således, at eleverne igennem arbejdet med 
modellering skal bringe matematik i anvendelse på en for dem forståelig og overskuelige måde, og derved 
forhåbentlig blive styrket indenfor andre matematiske kompetencer. Vi har som udgangspunkt valgt at 
fokusere på en styrkelse af forståelsen af variabelbegrebet, som en del af symbol- og 
formalismekompetencen, men forventer at eleverne samtidig vil blive styrket indenfor repræsen-
tationskompetencen, problembehandlingskompetencen og ræsonnementskompetencen, som naturligt 
bringes i spil i forbindelse med modellering. 
Vi vil med projektet undersøge: 
 Hvordan løser de praktisk-orienterede elever med matematikvanskeligheder modellerings-
opgaver?  
 Hvordan kan matematisk modellering, med baggrund i litteraturen om emnet, anvendes til at 
styrke disse elevers øvrige matematikkundskaber? 
 Hvordan kan et interventionsforløb med matematisk modellering støtte elevers forståelse af 
variabelbegrebet samt deres repræsentations-, problembehandlings- og ræsonnements-
kompetence?   
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Teori 
Vi har i dette projekt gjort anvendelse af teori fra litteraturen. I de følgende afsnit vil relevante emner 
omkring det at bruge modellering for matematikkens skyld blive beskrevet. Alle artikler og tekster, der er 
specificeret som generel og specifik litteratur til dette semester, har vi skrevet et referat af. Disse referater 
findes i Appendiks 1: Resumeer af kernestoflitteraturen, fra side 92. 
 
Matematisk modellering 
En model er en tilnærmet beskrivelse af dét, som modellen er en afbildning af; En legetøjsbil er en 
tilnærmet udgave af en rigtig bil, en fotomodel er en person sminket og påklædt i en grad hen imod et 
bestemt ideal, og en vejrmodel kan give en forudsigelse omkring vejrsituationen et givet stykke frem i 
tiden. 
En models præcision afhænger af, hvor præcis modelløren ønsker, den skal være. I sidste ende afhænger 
præcisionen dermed af, hvad modellen skal bruges til; En formstøbt plastikbil, der har fire hjul og 
silhuetmæssigt minder om et køretøj, er rigeligt præcist for en 2-årig dreng, der bare skal bruge ”en bil” i 
sin leg.  Derimod har en passioneret modelbilssamler brug for, at modelbilen forholdsmæssigt har de 
samme dimensioner, som den virkelige bil har, at den har samme farvebemaling og i øvrigt synsmæssigt 
stemmer overens med den rigtige udgave – dog gør det ikke noget, at bilen ikke kan starte og køre. 
En matematisk model er en model, hvor man gør brug af matematikken som motor i modellen. Man tager 
en opgave fra ”den virkelige verden”, som man overfører til ”den matematiske verden”. I den matematiske 
verden gælder alle matematikkens redskaber, og ved hjælp af disse udregnes et svar. Dette svar tages så 
tilbage til den virkelige verden igen, hvor resultatet, efter en verifikation, kan anvendes som svar på 
opgaven. Hele processen kaldes for matematisk modellering (Niss, Blum, & Galbraith, 2007, s. 4). 
På Figur 1 ses en grafisk udgave af den matematiske modelleringsproces. Grafikken er en udgave lavet frit 
efter (Niss, 2010, s. 44). 
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Figur 1 Den matematiske modelleringsproces vist grafisk. 
Før matematiseringen kan udføres, skal man foretage en præmatematisering. I denne proces udvælges de 
dele fra den virkelige verden, som man ønsker at tage med over i modellen. Dermed bliver der i 
præmatematiseringen også fravalgt en (stor) mængde parametre, som modelløren vurderer irrelevante for 
selve modellen.  
Når resultatet fra modellen tages over i den virkelige verden igen, fortolkes resultatet; tal-værdierne får 
enheder på og bliver til antal personer eller liter saftevand, eller hvad modellen nu er konstrueret til at 
modellere. Før svaret godtages, skal det verificeres. Dette har til formål at afgøre, om modellen er 
retvisende i den ønskede grad og f.eks. overholder fysikkens regler i den virkelige verden. 
For at kunne lave en matematik model er det nødvendigt både at kunne begå sig i den virkelige verden og i 
den matematiske verden; det er ikke givet, at bare fordi man er god til matematik, så er man pr. definition 
også god til at forstå den virkelige verden, og hvordan den hænger sammen (Niss, Blum, & Galbraith, 2007, 
s. 7). Af samme grund er man som elev i en matematikklasse heller ikke garanteret, at fordi underviseren er 
matematiker eller har stor matematisk indsigt, at denne også er i stand til at modellere endsige undervise i 
matematisk modellering (Niss, 2012, s. 50-51). 
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Matematikkompetencer 
KOM rapporten beskriver otte kompetencer, som kommer i spil i matematikundervisning (Niss & Jensen, 
2002). Rapporten blev udarbejdet til Undervisningsministeriet i perioden 2000 – 2002 med det formål at 
pege på tiltag i matematikundervisningen. Kompetencebegrebet er efterfølgende indarbejdet i 
undervisningsbekendtgørelserne for matematik på forskellige niveauer, og særligt i vejledningerne til 
læreplanerne er begreberne forklaret og eksemplificerede i forhold til, hvordan man med konkrete tiltag 
kan arbejde med kompetencerne indenfor forskellige niveauer. Fundamentet i rapporten er definitionen af 
otte matematiske kompetencer.  
Kompetencerne skal forstås som de bestemte typer af matematiske aktiviteter, som en person er i stand til 
at udøve på grundlag af konkret viden og færdigheder. 
De otte kompetencer er: 
1. Tankegangskompetencen 
2. Problembehandlingskompetencen 
3. Modelleringskompetencen 
4. Ræsonnementskompetencen 
5. Repræsentationskompetencen 
6. Symbol- og formalismekompetencen 
7. Kommunikationskompetencen 
8. Hjælpemiddelkompetencen 
De otte kompetencer repræsenterer i to grupper af ”overkompetencer”, hvor de første fire oplistede 
kompetencer omhandler ”At kunne spørge og svare i og med matematik”, mens de sidste fire kompetencer 
omhandler ”At kunne håndtere matematikkens sprog og redskaber”. 
 
Figur 2 Kompetenceblomsten, hvor alle 8 beskrevne kompetencer i forbindelse med matematikundervisningen er vist. 
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En uddybelse af de otte kompetencer er uddybet i det efterfølgende, hvor en del af teksten er taget direkte 
fra den oprindelige tekst (Niss & Jensen, 2002). 
Tankegangskompetencen består i at være bevidst om, hvilke slags spørgsmål, der er karakteristiske for 
matematik og selv at kunne stille sådanne spørgsmål samt at have en fornemmelse af, hvilke typer af svar 
man kan forvente. Denne kompetence kommer i spil, når der læses tekster, arbejdes med konkrete 
problemstillinger og diskuteres matematik. 
Problembehandlingskompetencen består i at kunne opstille, opdage, formulere, afgrænse og præcisere 
forskellige matematiske problemer samt at kunne løse matematiske problemer, som er færdigformulerede, 
enten af andre eller én selv. Begrebet matematisk problem er relativt, idet et spørgsmål, som kan besvares 
ved aktivering af rutinefærdigheder, ikke henregnes under matematiske problemer. Derfor er afgørelsen af, 
om et spørgsmål er et matematisk problem afhængig af, om det for den person, som skal løseproblemet, 
kan løses som en rutineopgave. 
Modelleringskompetencen består i at kunne analysere og bygge matematiske modeller. Denne 
kompetence består på den ene side i at kunne analysere grundlaget for og egenskaberne ved foreliggende 
modeller og at kunne bedømme deres rækkevidde og holdbarhed samt i at kunne udføre aktiv 
modelbygning i en given sammenhæng. Kompetencen indeholder endvidere at kunne matematisere, 
afmatematisere samt at kunne bringe matematik i spil til behandling af anliggender uden for matematikken 
selv.  
Ræsonnementskompetencen består dels i at kunne følge og bedømme en kæde af matematiske 
argumenter fremsat af andre, dels i selvstændigt at kunne udtænke og gennemføre disse argumenter. 
Ræsonnementskompetencen indeholder endvidere at kunne forstå, hvad et matematisk bevis er, og skelne 
mellem hovedpunkter og detaljer, herunder at kunne gennemføre et matematisk bevis.  
Et ræsonnement er en kæde af forbundne argumenter, som retfærdiggør en matematisk påstand, ikke kun 
i forbindelse med matematisk bevisførelse, men også ved begrundelse af valg af løsningsmetoder samt ved 
retfærdiggørelsen af svar og vurdering af, om disse er korrekte og fyldestgørende. Løsning af en opgave 
med rutineoperationer, hvor et regneresultat retfærdiggøres, henhører ikke under ræsonnements-
kompetencen Derimod kan aktivering af operationerne høre ind under ræsonnementskompetencen, hvis 
denne aktivering stiller krav til opfindsomhed, analyseevne eller overblik. 
 
Repræsentationskompetencen består i at kunne forstå og betjene sig af forskellige slags repræsentationer 
af matematiske objekter, fænomener, problemer eller situationer (symbolske, algebraiske, visuelle, 
geometriske, grafiske, diagrammer, tabelmæssige) samt at kunne forstå de indbyrdes forbindelser mellem 
forskellige repræsentationsformer og have forståelse for disses styrker og svagheder. Som eksempler kan 
nævnes en funktions repræsentation ved en tabel, en funktionsforskrift og en graf samt forskellen på 
symbolet π, den uendelige decimalbrøk 3,14159265… og en rationel tilnærmelse med brøken  
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Symbol- og formalismekompetencen består i at kunne afkode symbol- og formelsprog, at kunne oversætte 
frem og tilbage mellem symbolholdigt matematisk sprog og naturligt sprog samt i at kunne behandle og 
betjene sig af symbolholdige udsagn og udtryk, herunder formler. Symbol- og formalismekompetencen er 
tæt forbundet med repræsentationskompetencen, men adskiller sig fra denne ved at fokusere på 
symbolernes karakter, status og betydning samt håndtering af disse og reglerne for dette.  Som eksempel 
kan nævnes forståelsen af, at 5 ∙ (3 + 4) ikke er det samme som 5 ∙ 3 + 4. 
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Kommunikationskompetencen består i at kunne sætte sig ind i og fortolke andres matematikholdige 
udsagn og “tekster”. Endvidere indeholder kompetencen det at kunne udtrykke sig om matematikholdige 
anliggender på forskellige måder og på forskellige niveauer af teoretisk eller teknisk præcision dels 
skriftligt, mundtligt og visuelt over for forskellige kategorier af modtagere. Et eksempel er udformning af en 
matematikbog til børn på et bestemt klassetrin, hvor den måde, de matematiske budskaber forklares på, er 
tilpasset børnenes forventede matematiske niveau og det sprog, som børnene forstår. 
Hjælpemiddelkompetencen består i at kende eksistens og egenskaber ved forskellige hjælpemidler og at 
have indsigt i disses muligheder og begrænsninger i forskellige situationer samt at være i stand til at 
betjene sig af hjælpemidlerne.  Tekniske hjælpemidler er f.eks. lommeregnere, computerprogrammer, 
tabeller, regnestokke, kuglerammer, linealer, passere og vinkelmålere samt forskellige funktionspapirer. 
 
Vækst i elevers matematikforståelse 
Pirie og Kieren (Pirie & Kieren, 1994) har udviklet følgende model for forståelse af matematik, hvor de 
arbejder med 8 niveauer af matematikforståelse (se Figur 3): 
 
 
Figur 3 Gengivet fra (Pirie & Kieren, 1994, s. 63) 
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1. Primitiv Knowing (primitiv viden) 
Den viden, som elever har som udgangspunkt, når de skal arbejde med et nyt begreb. Det er ikke 
nødvendigvis et lavt matematisk niveau, men det sted, som væksten for en ny matematisk 
forståelse begynder. 
2. Image Making (billeddannelse) 
Eleven danner billeder, f.eks. af brøker ved hjælp af rektangler. 
3. Image Having (billedbesiddelse) 
Eleven har mentale billeder af begrebet og kan arbejde med disse uden fysiske objekter 
4. Properly Noticing (korrekt opdagelse) 
Eleven kan manipulere eller kombinere de dannede billeder i en specifik kontekst. 
5. Formalising (formalisering) 
Eleven kan formalisere de dannede billeder og formulere matematiske definitioner og algoritmer. 
som f.eks. da Teresa begyndte at arbejde med talværdierne i brøkerne frem for rektanglerne og de 
mere ”primitive” systemer, hun dannede i starten. 
6. Observing (observering) 
Eleven ser efter mønstre, som kan forklare systemerne. 
7. Structuring (strukturering) 
Eleven begynder at tænke på observationerne som en teori og søger en verifikation igennem 
logiske eller matematiske teorier 
8. Invensising (kan finde på nyt matematik) 
Eleven har en fuld struktureret forståelse og kan stille spørgsmål, som bringer én videre til noget 
nyt. 
 
Vækst i matematisk forståelse skal ses som en dynamisk niveauopdelt men ikke-lineær proces. 
 
Don’t need Boundaries 
”Don’t need Boundaries” betegner de tre fede linjer på modellen på Figur 3. Når man forståelsesmæssigt 
har krydset disse grænser, er det ikke nødvendigt at gå tilbage og arbejde med disse niveauer af forståelse, 
idet begreberne nu ikke længere er bundet til de tidligere forståelsesformer.  Den første grænse er imellem 
Image Making og Image Having, et eksempel på krydsning af denne grænse er, når eleven har dannet 
billeder, så hun kan lægge brøker sammen i hovedet, så er det ikke længere nødvendigt at anvende fysiske 
ting som f.eks. rektangler. Den næste grænse er imellem Properly Noticing og Formalising. Når eleven har 
formaliseret et begreb, er det ikke længere nødvendigt at danne mentale billeder for at kunne arbejde med 
det. Den tredje grænse er imellem Observing og Structuring. Når en person har dannet en matematisk 
struktur, er det ikke længere nødvendigt at anvende indre strukturer. 
 
Nødvendige tilbageskridt (Folding Back) 
Modellen skal forstås dynamisk i den forstand, at, selvom man har krydset nogle ”Don’t need Boundaries”, 
kan det blive nødvendigt at gå tilbage til et indre niveau for at udvide en utilstrækkelig forståelse, hvis man 
kører fast i et problem. Det vil nu være anderledes end tidligere, da man har en større forståelse af det ydre 
niveau. 
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Handling og udtryk (The Complementarities of Acting and Expressing) 
Modellen udvides med handling og udtryk som er beskrevet ved opdeling af cirklerne på Figur 4. 
 
 
Figur 4 Gengivet fra (Pirie & Kieren, 1994, s. 72) 
Det er vigtig for opbygning af en dyb forståelse, at man handler og udtrykker sig indenfor hvert niveau i 
modellen, idet dette er forudsætninger væksten i matematisk forståelse. Forfatterne vil dermed 
tydeliggøre, at de ser matematisk forståelse som en proces, og at det er væsentligt, at eleverne løser 
opgaver inden for hvert niveau i det omfang, det er nødvendigt for at sikre, at de behersker niveauet og er 
klar til at bevæge sig ind i næste niveau. Forfatterne illustrerer dette med et eksempel, hvor eleverne 
arbejde med funktioner, tabeller og grafoptegninger i niveauerne Image Making og Image Having. 
 
Med nærværende projekt, hvor vi ønskede at anvende modellering som løftestang for matematik, bragte vi 
forskellige matematiske kompetencer i spil i forbindelse med opgaverne, som vi forventede ville medføre 
vækst i elevernes matematiske forståelse igennem processerne i opgaverne. Eleverne skulle bl.a. arbejde 
med både variable, geometri, funktioner, tabeller og grafer, og der var progression i opgaverne med øget 
sværhedsgrad imellem de tre interventioner. Eleverne skulle både handle og udtrykke sig matematisk, idet 
de løste opgaverne sammen og havde brug for at udtrykke sig i forbindelse med deres indbyrdes 
argumentation og forklaring. 
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Zonen for den nærmeste udvikling  
Vygotsky (Vygotsky, 1978) har forsket i relationen imellem læring og udvikling af børn i skolealderen.  
”Det aktuelle udviklingsniveau” (Vygotsky, 1978, s. 32) er et udtryk for et barns mentale funktioner, som er 
resultat af den allerede gennemførte udvikling.  Denne udvikling kan man bestemme med diverse tests, 
hvormed man ”måler”, hvilken alder et barn har rent udviklingsmæssigt. Vygotsky kritiserer, at alle opgaver 
i disse tests skal løses af barnet alene, og at man ikke undersøger, hvad barnet kan med støtte og vejleding 
fra f.eks. en lærer. Det er ikke sikkert, at to børn, som klarer disse tests til samme alderstrin, er i stand til at 
løse de samme opgaver, hvis de får støtte af f.eks. en voksen, og skal de så placeres i samme klasse med 
forventning om, at de vil udvikle sig i samme tempo? ”Zonen for den nærmeste udvikling” kalder Vygotsky 
denne afstand imellem det aktuelle udviklingsniveau, som er det niveau, børn alene kan løse opgaver 
indenfor, og det potentielle udviklingsniveau, som er det niveau, børn kan løse opgaver indenfor ved 
vejledning af en voksen eller mere kyndig person. Det, som hos det enkelte barn ligger i den nærmeste 
udviklingszone, er funktioner, som ”ligger klar i en modningsproces”, men som endnu ikke er helt modnede 
- det kan betragtes som en dynamisk udviklingszone. 
Når man underviser, er det vigtigt, at man underviser elever inden for deres nærmeste udviklingszone. Hvis 
man underviser på et højere niveau, er det ligegyldigt, hvor mange gange en lærer gennemgår det samme 
emne, for eleverne forstår det ikke og vil ikke komme til det (Vygotsky, 1978, s. 34). At undervise elever i 
noget, som de i forvejen har styr på, udvikler ikke eleverne yderligere (det ligger altså ikke i zonen for den 
nærmeste udvikling, fordi at det er udviklet). 
 
Modelleringskompetencer 
Blomhøj og Jensen (Blomhøj & Højgaard Jensen, 2003) beskriver en model (koncept) for matematisk 
modelleringskompetence. Modellen indeholder seks delkompetencer, som kan anvendes til beskrivelse af 
nogle delprocesser, man skal kunne gennemføre i en matematisk modelleringsproces. Disse 
delkompetencer kan anvendes som et værktøj til at afdække, hvilke erkendelsesmæssige processer der 
indgår i en modelleringsproces, og den er derfor et værktøj, som kan anvendes ved planlægning af 
undervisning i modellering. 
Modellen beskriver hvilke delkompetencer der skal i anvendelse, når man i en modelleringsproces skal 
gennemgå seks forskellige erkendelsesmæssige stadier: 
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Figur 5 Gengivet fra (Blomhøj & Højgaard Jensen, 2003, s. 125) 
Modellen er ikke tiltænkt som en model, man skal følge fra top til bund. Det vil ofte give mening at gå 
tilbage og gentage nogle processer, eller gå tilbage og gentage nogle processer flere gange.   
I forbindelse med udvikling af elevers modelleringskompetence igennem undervisningsforløb, har man 
arbejdet med to forskellige tilgange: 
Den holistiske tilgang, hvor fokus er på hele modelleringsprocessen fra (a) til (f).  Argumentet for denne 
tilgang er, at hvis nogle af processerne ikke er synlige for eleverne, vil man kunne forvente, at nogle 
delkompetencer ikke besiddes. Hvis eleverne altid arbejder med præ-strukturerede problemer, så kan man 
ikke forvente, at de udvikler kompetencer til at kunne strukturere nye komplekse situationer. Derudover vil 
dét at kunne gennemføre en ”fuldstændig” modellering være en motiverende faktor.  
Den atomiske tilgang, hvor fokus er på udviklingen af delkompetencerne: matematisering (c) og 
matematisk analyse (d). Et argument for denne tilgang er, at aktiviteterne, som udøves i forbindelse med 
brug af disse delkompetencer, kan ses som en måde at lære matematik på. Igennem disse aktiviteter 
anvendes matematiske begreber, og disse giver nye meninger for eleverne. 
Blomhøj og Jensen beskriver et forløb på RUC, hvor de studerende gennemførte 6 miniprojekter med 
modellering. Under projektarbejderne var der mulighed for en høj grad af dialog med 
underviseren/vejleder, hvilket var prioriteret frem for at have formuleret vejledende spørgsmål i 
opgaverne. Dette havde man positiv erfaring med.  
Vi ville i dette projekt styrke elevernes matematiske kompetencer ud over modelleringskompetencen 
igennem løsning af modelleringsopgaver, hvorfor vi anvendte modellering med den atomiske tilgang. Vi 
havde til interventionsforløbene konstrueret nogle opgaver til eleverne med en færdig problemformulering 
og et givet undersøgelsesdomæne og system, som skulle matematiseres, analyseres og fortolkes. 
Opgaverne til intervention 3 er formuleret med vejledende spørgsmål, intervention 1 og 2 uden.  
Problemformulering 
Systematisering 
Matematisering 
Fortolkning og evaluering af resultater 
Matematisk analyse 
Validering af modellen 
Virkelighed 
Undersøgelsesdomæne 
System 
Modelresultater 
Matematisk system 
Handling / erkendelse 
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Modeller og modelleringsperspektiver om matematisk problemløsning, læring 
og undervisning 
Forskningen i, hvordan inddragelse af løsning af dagligdags problemstillinger kan støtte læring af 
matematik, har vist, at denne tilgang til matematikundervisning og læring har gavnet mange elever, 
heriblandt elever som havde lange historier om dårlig præstation i skolen. Lesh og Doerr (Lesh & Doerr, 
2003) beskriver eksempler på problemløsende aktiviteter, som de kalder modelfremkaldende aktiviteter. 
Disse har været gennemført ved, at eleverne fik konkrete oplysninger og viden om en meningsfuld 
situation, som de skulle modellere. Disse informationer blev givet som forklarende baggrundsviden uden 
brug af matematiske symboler med videre, som man vidste, at de studerende ville have problemer med at 
få mening ud af.  
Lesh og Doerr beskriver projektet ”The Big Foot Problem” hvor en gruppe elever blev præsenteret for et 
fodaftryk, og de skulle ud fra dette udvikle en model, som kunne sige noget om personens højde ud fra 
aftrykket. Forinden var de studerende blevet forberedt ved at læse og diskutere avisartikler om en berømt 
tracker, som hjalp politiet med at finde forsvundne personer ved sporsøgning. Man ønskede, at eleverne 
igennem arbejde med modelleringsopgaven skulle ræsonnere sig frem til en forståelse af proportionalitet. 
Observationer af elevers arbejde med modelleringsopgaven viste, at de var i stand til at arbejde med og 
argumentere ud fra størrelsesforhold, uden at de forinden havde fået undervisning i dette. Ifølge 
udviklingspsykologer kræver det normalt lang tid at opnå fortrolighed med proportionalitetsbegrebet, som 
eleverne i eksemplet nåede frem til på egen hånd i løbet af ca. en time.  At eleverne argumenterer ud fra 
størrelsesforhold i et modelleringsforløb er dog ikke det samme, som at de har opnået fuld fortrolighed 
med begreberne, men man må kunne forvente, at det vil gå nemmere at aktivere denne tankegang, næste 
gang de støder på et problem, hvor det er aktuelt at anvende. Det tyder derfor på, at der med designede 
modelleringsforløb kan opnås traditionel matematiklæring uden traditionel undervisning.  
Forfatterne påpeger, at forskning af arbejde med modelfremkaldende aktiviteter viser, at udviklingen af 
evnen til forstå proportionalitetsbegrebet viser sig som en gradvis stigning af en lokal kompetence frem for 
manifestationer af generelle kognitive strukturer, samt at elevernes forståelse af en given matematisk 
konstruktion forøges med variation af repræsentationsformer (Lesh & Doerr, 2003, s. 28). 
Forfatterne anvender begreberne ren matematik og anvendt matematik.  Ved arbejde med ren matematik 
undersøger man systemerne for deres egen skyld, og man kan konstruere, transformere og udforske deres 
strukturelle systemer. Ved anvendt matematik anvendes den rene matematik til at konstruere, beskrive, 
forklare, forudsige og manipulere andre systemer. 
For at skabe simuleringer, som giver eleverne lyst til at arbejde med og mulighed for at udvikle sig igennem 
arbejde med modellering, er følgende seks principper væsentlige: 
1. Situationerne skal være meningsfulde for eleverne: deres nysgerrighed skal vækkes, og deres 
bidrag til løsninger skal tages seriøst - de skal ikke tvinges til at tænke som læreren. 
2. Modelkonstruktionsprincippet: eleverne skal kunne indse behovet for en model, og underliggende 
mønstre og regelmæssigheder skal være i fokus. 
3. Selvevalueringsprincippet: eleverne skal kunne vurdere deres egne resultater. 
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4. Modelexternalisationsprincippet: er det krævet, at eleverne udtrykkeligt forklarer, hvordan de 
tænker om situationen / systemet? 
5. Princip om simpel prototype: er situationen så simpel som muligt, samtidig med at den viser behov 
for en model? 
6. Modelgeneraliseringsprincippet: kan modellen anvendes i en bred sammenhæng eller kun i en 
enkelt situation? 
Både kognitive og sociale aspekter er væsentlige i forbindelse med modeludviklende aktiviteter. Det er 
derfor vigtigt, at eleverne både arbejder med konkrete materialer samt i grupper, så de oplever både elev-
elev interaktion og elev-lærer interaktion (Lesh & Doerr, 2003, s. 51). At modelfremkaldende aktiviteter 
hjælper eleverne til at lære skyldes bl.a., at de bringes i situationer, hvor de selv udtrykker sig, tester og 
modificerer deres egen måde at tænke på, og de har lettere ved at adaptere deres egen måde at tænke på 
end underviserens (Lesh & Doerr, 2003, s. 57). 
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Arbejde med elever 
Detektionstest 
Vi har gennemført detektionstesten ”13 spørgsmål fra Professoren” (Niss & Jankvist, 2015) i en 1. års klasse 
på grundforløbet, samt en 3. års matematik A valgfagsklasse. Til 3. års eleverne tilføjede vi en ekstra side 
med spørgsmål til detektionstesten. Disse spørgsmål var udvalgte opgaver fra detektionstesten ”57 
spørgsmål fra Professoren” (Niss & Jankvist, 2014) med fokus på variabelforståelse. I Appendiks 2: 
Detektionstest 3, side 136, findes detektionstesten, og på side 145 findes de 11 ekstra spørgsmål. 
Resultatet fra detektionstesten (kun for ”13 spørgsmål fra Professoren”) ses i boksplottet på Figur 6, hvor 
antallet af korrekte svar ses afbildet for hver af de to klasser, mens boksplottet for korrekt besvarelse af de 
ekstra 11 spørgsmål omkring variabelbegrebet, ses på Figur 7. De to farvede prikker er de to elever som vi 
har udvalgt til projektet. 
 
Figur 6 Boksplot over korrekte svar til detektionstesten i henholdsvis 1. 
års klassen på grundforløbet, og 3. års Mat A valgholdet. 
 
 
Figur 7 Boksplot over Mat A valgholdets besvarelser af 
variabelopgaverne. 
 
Af praktiske grunde ønskede vi at vælge elever fra 3. års klassen. Vi ønskede at vælge to elever, som 
klarede sig væsentlig bedre i modellerings detektionstesten, end ved spørgsmålene som testede 
variabelbegrebet. Der var ikke så mange elever som forventet, der havde denne kombination af scoren, 
men de to udvalgte elever blev: 
 Bob, (blå cirkel på Figur 6 og Figur 7)  
Scorede 67 % korrekt i ”13 spørgsmål”, samt 45 % korrekt i udvalgte spørgsmål fra ”57 spørgsmål”. 
 Katrine, (rød cirkel på Figur 6 og Figur 7) 
Scorede 42 % korrekt i ”13 spørgsmål”, samt 27 % korrekt i udvalgte spørgsmål fra ”57 spørgsmål”. 
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Detektionstest, Udvalgte elever, Katrine 
Tina har haft Katrine til matematik alle år på HTX, og hun er kendt som en ”slider”, der gør en stor indsats i 
timerne. Katrine har styr på sine notater og bruger lang tid på afleveringsopgaver for at være sikker på at få 
en god karakter. I tests falder hun dog af og til igennem. Det gjorde hun også i detektionstesten; Især med 
den del omkring variable, hvor hun kun havde 27 % af opgaverne korrekt. Katrines besvarelse af 
detektionstesten med variabelopgaverne findes i Appendiks 3: Besvarelse af detektionstest på side 146. 
Vi har udvalgt Katrine til forløbet, da vi ønsker at styrke hendes matematikforståelse gennem 
modelleringsarbejdet; Ud fra detektionstestresultatet ses det, at hun får løst flere modelleringsopgaver 
korrekt end hvad angår spørgsmål omkring variabelbegrebet; dog stadig et stykke under middel. Vores 
forventning er, at vi gennem modelleringsarbejdet kan styrke hendes matematikforståelse omkring 
variabelbegrebet.  
 
Detektionstest, Udvalgte elever, Bob 
Vi havde begge Bob til matematik på B-niveau på 4. semester fra januar til maj 2015. Her oplevede vi ham 
som en elev, der ikke deltog i matematiktimerne. Han afleverede stort set ikke opgaver, scorede meget lavt 
i tests, og hans matematikeksamensprojekt var ikke til en bestået karakter. Bob har dog nogle få gange på 
4. semester vist os, at han kunne tænke matematisk logisk. Dette så vi f.eks. når vi gik i gang med helt nye 
emner, og han valgte at deltage i gennemgangen, hvor han bidragede fornuftigt i forbindelse med 
klasseundervisningen. Det skete ved påbegyndelse af nye emner, som ikke havde relation til tidligere 
gennemgåede emner, hvor han manglede viden. Tina havde endvidere haft Bob til matematik på 1. 
semester, hvor han havde været en stabil middelelev, men han havde altså holdt ”pause” i ca. 1½ år, hvor 
han kun havde deltaget minimalt.   
Bob blev udvalgt til projektet, blandt andet fordi at vi af detektionstesten kunne se, at hans 
modelleringsforståelse var væsentlig bedre end hans variabelforståelse, samt ud fra vores kendskab til hans 
matematiske kunnen generelt. Dermed passede han godt ind i vores problemformulering. 
Bob havde sagt ja til at deltage i projektet, men kort før diagnosticeringen valgte han at springe fra 
Matematik A valgholdet. Dette var sket med en begrundelse om, at han selv syntes, at han var alt for langt 
bagud og havde for mange huller til at kunne lære noget i undervisningen og bestå en kommende eksamen. 
Til trods for dette, ville han fortsat gerne deltage i dette projekt.  
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Diagnosticering 
Begge elever var til individuel diagnosticering hos os, hvor de fik til opgave at løse udvalgte opgaver fra 
detektionstesten. De udvalgte opgaver var opgaver som mindst én af eleverne havde lavet fejl i ved 
detektionstesten. 
 
Diagnosticering, Katrine 
Den første opgave Katrine skulle løse i diagnosticeringen, var spørgsmål 1 fra detektionstesten (Niss & 
Jankvist, 13 spørgsmål fra Professoren, 2015): 
Spørgsmål 1  
Hans kan gå fra Roskilde Station til Roskilde Domkirke på 6 minutter. Grethe skal bruge 8 
minutter. Hvor lang tid tager det, hvis de følges ad? Begrund dit svar. 
Katrine ”Jeg synes det er et mega mærkeligt spørgsmål, men hvis jeg gik turen med en, og jeg skulle 
bruge 6 minutter, og jeg gik turen med Heidi der skulle bruge 8 minutter, så vil jeg sige, at jeg 
godt kunne sænke min fart, men Heidi ville også blive presset af, at jeg gik lidt hurtigere, så 
hun ville også gå lidt hurtigere. Så vil jeg bare tage gennemsnittet af det der [6 minutter og 8 
minutter]. Så hvis de skulle følges ad, ville det nok have taget 7 minutter. Men det er fordi jeg 
tænker hvordan jeg selv ville have gjort. Men hvis ham der går den på 8 minutter ikke kan gå 
hurtigere end på 8 minutter, så vil det tage 8 minutter, og så må den anden bare gå 
langsommere.” 
Tina ”Hvornår gælder det princip?” 
Katrine ”Hvis man ikke kan gå hurtigere, men man kan altid godt blive presset lidt. Men jeg tror jeg vil 
svare 8 minutter til spørgsmålet, fordi han [Hans] kan godt gå langsommere. ” 
Katrine forestillede sig situationen i virkeligheden, og overførte sin viden omkring hvordan folk kan presses 
lidt når de går sammen, til besvarelsen af opgaven. Hun endte dog med at svare, at hvis Grethe skal bruge 8 
minutter, så bliver Hans nødt til at gå langsommere. 
 
Næste opgave var spørgsmål 3 fra detektionstesten. Her oplever vi et hul i Katrines matematikforståelse 
omkring procent og procentregningsbegrebet: 
Spørgsmål 3  
Søren vil sætte sine sparepenge i banken. Banken Tæsk tilbyder 0,25 % i rente hvert kvartal, 
hvis han lader pengene stå i 2 år. Banken Bank tilbyder 1 % i årlig rente, hvis han lader 
pengene stå i 2 år. Er det ligegyldigt hvilken bank Søren vælger, eller har han fordel af at 
vælge den ene frem for den anden? Begrund dit svar. 
Katrine ”Det er noget med procenter! Jeg starter lige med at skrive det op så jeg får overblik” 
Katrine skriver oplysningerne op på papir 
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Katrine ”Den ene bank tilbyder 0,25 % fire gange om året hvilket giver 1 % om året. I den anden bank 
får han 1 % årligt. Det er ligegyldigt hvilken bank han vælger, for hvis han lader pengene stå i to 
år, så vil han få den samme procent i rente. Vil han ikke det? Og så alligevel. Hvis han får 1 % 
hvert år, så burde han på to år få 2 %... Så vil jeg sige det er lige meget, for i alt vil det give 1 % 
[pr. år] begge ting. ” 
Katrine afslørede, at procentregning ikke var noget, hun havde det så godt med. Hendes forståelse er, at 
procenter bare kan lægges sammen på lige linje med almindelige tal. Derfor endte Katrine med at 
konkludere, at begge banker gav det samme i rente pr. år. 
 
Næste opgave er den med lærere og elever (spørgsmål 4 fra detektionstesten): 
Spørgsmål 4  
På en bestemt skole er der 6 gange så mange elever som lærere. Opskriv en formel der 
udtrykker sammenhængen mellem antallet, E, af elever og antallet, L, af lærere. Begrund dit 
svar. 
Katrine ”Årh, det var et mærkeligt spørgsmål. Så vil jeg skrive, at den ene er afhængig af den anden. 
Det er sådan en ret linje. Det er noget med f(x). Når der er én lærer er der 6 elever, og når der 
er to lærere er der 12 elever. Jeg forstår godt spørgsmålet, men hvordan jeg lige får det 
skrevet op? ” 
Tina ”Prøv om du kan skrive det nu” 
Katrine ”Hvis du har et x antal lærere, så skal du plusse med… ” 
Tina ”Prøv at bruge L for lærere og E for elever i stedet for x og f(x). ” 
Katrine ”Hvis du har 1L så vil jeg gange det med 6E” 
Tina ”Vil du gange det? ” 
Katrine ”Nej, er lig med. Altså 1L = 6E.” 
Henrik ”Når du laver den på den måde der, kan du så prøve at se hvor mange lærere der er når der er 
12 elever? ” 
Katrine ”Så vil jeg jo selv kunne regne det ud. Hvis der er 24 elever, så vil jeg dividere det? Nej, jo! Hvis 
jeg fik at vide, at der var 24 elever, så vil jeg dividere det med 6, fordi der så er 4 lærere. ” 
Tina ”Jamen det er sådan set også rigtig nok. Men hvis du så skulle lave det som en formel, hvor du 
skriver det op med lærere og elever… ” 
Katrine ”Så vil den jo hedde E divideret med 6 = L” 
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Figur 8 Katrine kommer frem til sammenhængen mellem antal lærere og elever 
Katrine fangede med det samme, at det var noget med en sammenhæng mellem de to variabler. Hun 
kunne også nemt lave nogle udregninger med et elevantal på 12 eller 24, og komme frem til antallet af 
lærere i klassen. Men dét at få opskrevet sammenhængen mellem E og L brugte hun lang tid på at komme 
frem til. Vi vurderer, at Katrine ser E og L som pladsholdere for tal, men når det kommer til at opstille 
ligningen der giver sammenhængen, kan hun alligevel ikke håndtere det. Så hendes variabelbegreb er 
mangelfuldt, men hun har dog forståelse for en del af begrebet. 
 
Spørgsmål 6  
Et oliefelt indeholder 100 millioner tønder olie. Ali siger, at hvis man hvert år udvinder 1 
million tønder olie, slipper olien op efter 100 år. Aya siger, at hvis man hvert år udvinder 1 
% af den olie, der er tilbage, slipper olien aldrig op. Hvem har ret og hvorfor? 
Katrine ”Den her burde være logisk. Vi har 100 tønder. Hvis man fjerner én tønde hvert år, så går der 
100 år før olien slipper op. Det passer! Den anden siger, at hvis man hvert år udvinder 1 % 
slipper olien aldrig op. Men hvis man tager 1 % af olien, så tager det i hvert fald længere tid 
inden den slipper op, end hvis du tager en tønde om året. Gør det ikke det? For den 1 % bliver 
jo mindre for hver gang. ” 
Tina ”Du må jo også godt skrive nogle tal ned du kan lege med.” 
Katrine Skriver: 1 % = 100 tønder = 1 tønde 
Tina ”For hvad er 1 %? ” 
Katrine ”Det er 0,01. Derfor tror jeg, at Ali har ret [det første udsagn i opgaven]. På et tidspunkt slipper 
olien jo op. ” 
Tina ”Gør den? ” 
Katrine ”Man tager altid 1 % af det der er tilbage. Hvad så når der ikke er noget tilbage? Du kan jo ikke 
blive ved med at tage 1 % af noget hele tiden! Kan man det? ” 
Tina ”Hvad er en procent? Hvad betyder en procent? ” 
Katrine ”Det man tager ud fra det man har… ” 
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Tina ”Hvad er definitionen på procent? ” 
Katrine ”Procent? Det ved jeg faktisk ikke. Det er noget man regner med.” 
Tina ”Hvad er 10 % af 100 kr.?” 
Katrine ”Det er 10 kr.” 
Tina ”Hvad er 15 % af 100 kr.?” 
Katrine ”Så dividerer man med 15. Nej, ganger med 15. Når man skal finde en procent… det har jeg 
altid været dårlig til… Hvis du har 15 %... Vi tager 25 % det er meget nemmere. Så vil jeg bare 
dividere det” På Figur 9 ses Katrines udregning: 
  
Figur 9 Katrine udregner 25 % af 100 kr. 
Tina ”Så når der er 25 % rabat på tøj, der før har kostet 1.000 kr., så…” 
Katrine ”Tina, nej! Hør lige her eggå. Du har 100 kr., og hvis det er 50 % så er det 50 kr. Hvis jeg skal 
tage 25 %, så er det 25 kr.” 
Henrik ”Hvad hvis nu det var 200 kr. det kostede, og du skulle tage 50 %? ” 
Katrine ”Det er 100 kr. Det er det halve. ” 
Tina ”Det er rigtig nok. Det er så lige når man kører med en 100 kr. seddel det er nemt. 17 % af 100 
kr. hvad er det? ” 
Katrine ”Det kan jeg ikke regne ud. Jo, det er 17 kr.” 
Tina ”Hvorfor er det det? ” 
Katrine ”For hvor mange gange kan du tage noget op i 100. Jeg ved ikke hvad du vil have jeg skal sige!” 
Tina ”En procent betyder en 100-del. Så hvis vi tager 1 hundrededel af 100, det er jo 1.” 
Henrik ”Så det du skal gøre i opgaven er, at du hvert år skal tage 1 % af det der er tilbage…” 
Katrine ”Ja ja, det ved jeg godt. Men derfor slipper den vel også op på et tidspunkt?” 
Tina ”Hvis jeg altid fjerner en hundrededel af det der er tilbage… Jeg tager en lille bitte del. Næste 
gang, er den 100-del så ligeså stor?” 
Katrine ”Nej, men det er altid 100…” 
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Tina ”Vi kan også sige at vi altid fjerner halvdelen af et stykke papir. I stedet for at bruge 1 % så 
tager vi 50 %. Så tager jeg det halve af det der er tilbage, og det halve af det der er tilbage og 
så videre.” 
Katrine ”Ja, det bliver man jo ved med at gøre.” 
Tina ”Men forsvinder papiret så helt?” 
Katrine ”Nej, det gør det ikke helt. Men så har den anden [det andet udsagn i opgaven] også ret i at 
det aldrig slipper op. Men på et tidspunkt bliver det meget småt. Derfor synes jeg det er sådan 
lidt et dumt spørgsmål.” 
Katrine blev igen konfronteret med procentregning, og vi indså hurtigt, at hun ikke har en forståelse for, 
hvad procent er og betyder. Hun kunne relatere procentregning til ”rabat på tøj”, og ved, at 50 % er det 
halve og 25 % er det kvarte af originalprisen. Men andre underlige procentsatser derimellem kan hun ikke 
umiddelbart forholde sig til.  
Katrines afslutningskommentar med at hun synes, at opgaven er dum, vurderer vi skyldes, at hun ikke 
kunne forestille sig situationen i virkeligheden; når noget bliver meget meget småt, er det der så stadig? 
 
Opgaven med spørgsmål 7 fra detektionstesten kørte Katrine helt forkert i: 
Spørgsmål 7  
På en ret stejl bakke i Athen findes en vej op, der er ca. 4 km lang. Rikke, som er i god form, 
kan bestige bakken med en gennemsnitsfart på 3 km i timen, og gå ned igen med den 
dobbelte fart. Hvad er Rikkes gennemsnitsfart for den samlede tur? Begrund dit svar. 
Katrine ”Hun går 3 km/t for at komme op, og dobbelt så hurtigt ned. Jeg vil finde gennemsnittet ved at 
gange dem sammen og dividere med 2.” 
Tina ”Så det giver hvad?” 
Katrine ”3∙6 = 18, og 18/2 = 9. Hun går 9 km/t… Nej, det kan ikke passe.” 
Tina ”Prøv at læs opgaven forfra og tænkt dig om.” 
Katrine ”Så går hun nok 4,5 km/t” 
Henrik ”Hvordan kom du frem til det?” 
Katrine ”Ved at kigge på hvad jeg tænker kunne være logisk. ” 
 
Katrine vil finde gennemsnittet af 3 km/t og 6 km/t, og vælger at gange hastighederne sammen og dividere 
med 2, men indser, at 9 km/t er alt for hurtigt. Hun opdager slet ikke, at hun har ganget tallene sammen i 
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stedet for at lægge dem sammen. Hun har dermed ikke et reelt forhold til hvordan man beregner et 
gennemsnit (ud over, at det er noget med at dividere med 2). 
Buddet på de 4,5 km/t er et rent skøn fra hendes side, da det jo må være større end 3 km/t og mindre end 
6 km/t. 
 
 
Næste opgave er spørgsmål 8 fra detektionstesten. Katrine lægger hurtigt ud med at besvare opgaven, men 
hun gør det ikke ud fra en matematisk beregning; hun tegner en skitse hvorudfra hun konkluderer 
resultatet: 
Spørgsmål 8  
Et pizzeria serverer to runde frokostpizzaer af samme slags og tykkelse, men i forskellig 
størrelse. Den mindste har en diameter på 30 cm og koster 30 kr. Den største har en 
diameter på 40 cm og koster 40 kr. Hvilken pizza giver mest for pengene? Vis, hvordan du 
kom frem til dit resultat. 
Katrine ”Hun skal tage pizzaen med 40 cm i diameter, for hvis man kigger på den, så får hun 30 cm for 
30 kr. og 40 cm for 40 kr. Men hvis jeg lige tænker mig om… Hvis jeg skulle vælge, så ville jeg 
tage pizzaen med 40 cm for forskellen er en 10’er, men hvis du kigger på hvor mange cm… jo, 
det er jo også 10. Men i forhold til procentdelen af pizzaen [har tegnet en skitse op: se Figur 
10], så vil jeg vælge 40. Men jeg ved ikke hvordan jeg vil regne procentdelen ud. ” 
 
Figur 10 Katrine finder hvilken pizza der giver mest for pengene ved visuelt at kigge på sin skitse. 
Tina ”Hvorfor ved du ikke det Katrine? Hvad er det, man får, hvis man skal måle et eller andet?” 
Katrine ”Diameter? Jeg ved ikke hvad du vil ha’ Tina? Areal? ” 
Tina ”Ja, man spiser vel egentlig arealet… ” 
Katrine ”Ja, så har jeg størst mulig areal ved den der [peger på pizza med diameter på 40 cm].” 
Tina ”Hvordan kan det være? Kan du forklare det med noget matematik?” 
Katrine ”Fordi min diameter er større?” 
Tina ”Ja, din diameter er større, men prisen er også støre” 
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Katrine ”Jaerh…?” 
Tina ”Kan du udregne hvor stor en procentdel arealet stiger?” 
Katrine ”Så ved jeg ikke hvad du vil have mig frem til? Skal jeg regne arealet af den der? Er vi så ikke 
enige om at det er 2∙r∙? ” 
Tina ”Hvad måler man arealer i? Enheden?” 
Katrine ”cm… cm2” 
Tina ”Det bliver det der ikke. Det er omkredsen af en cirkel.” 
Katrine ”Nårh ja. Prøv lige at komme med formlen.” 
Tina ”∙r2. Den kan man også skrive som 
𝜋
4
∙ 𝑑2” 
Katrine ”Er det sådan du gerne vil have det?” [se Figur 11] 
 
Figur 11 Katrine udregner arealer for de to pizzaer 
Tina ”Det kunne man jo godt.” 
Katrine ”Jeg vil sige at det her tal [3,14 ∙ 202] er meget større end det her [3,14 ∙ 152].” 
Henrik ”Hvorfor det?” 
Katrine ”Fordi du har 20 her og 15 der” 
Henrik ”… og det der sker med dem er…? Du sætter dem i anden.” 
Katrine ”ja ja” 
Tina ”Og hvad gør du med prisen?” 
Katrine ”Den sætter jeg ikke i anden.” 
Katrine havde selv en idé om at man får mere pizza for pengene ved pizzaen med en diameter på 40 cm. 
Hun tegnede en skitse af de to pizza’er inde i hinanden (Figur 10), og så, at det passede. Hun lavede en 
fysisk model, og hun kunne derved svare korrekt på opgaven. Beregningsmæssigt var hun langt fra at kunne 
matematisere. 
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Ved løsning af opgaven med terningen, hvor sidelængden bliver fordoblet, ender Katrine i første omgang 
med at konkludere, at terningens masse også må blive fordoblet… 
Spørgsmål 11  
En terning af træ med alle kanter lig 2 cm vejer 4,8 gram. Hvad vejer en terning af træ, hvor 
alle kanterne er 4 cm? Begrund dit svar. 
Katrine ”Den vejer dobbelt så meget” 
Tina ”Okay… og du har en begrundelse? ” 
Katrine ”Jo, en terning har… 6 sider. Så fordobler man længden. Jo, jeg tror på det er dobbelt så 
meget. Hvis den er 2 cm her og dobbelt så stor, så må vægten også være dobbelt så stor.” 
Tina ”Hvor er den dobbelt så stor hvis du skulle pege på siderne på din figur?” 
Katrine ”Kanterne, er det længden af siderne?” 
Tina ”Ja” 
Katrine ”Så er alle sider blevet 4 cm. I mit hoved vil jeg sige, at det er det dobbelte så. Hvis du har det 
dobbelte af 2. Prøv lige at sige det dobbelte af 2 Tina! Det er 4! Er vi enige om det?” 
Tina ”Ja ” 
Katrine ”Men det er ikke rigtigt, kan jeg se på jer…” 
Vi vender tilbage til opgaven, efter vi har været de andre opgaver og spørgsmål igennem. Her tegner 
Katrine terningen op (se Figur 12), og hjælpes til – i 3D – at tegne siderne dobbelt så lange. Herefter tælles 
antallet af ”oprindelige” terninger i den nye tegning, hvorefter det går op for Katrine, at den nye terning 
indeholder 8 af de oprindelige terninger. Dermed må vægten af den nye terning også være 8 gange så tung 
som den oprindelige tegning. 
 
Figur 12 Katrine får optegnet terningen og indser, at massen ikke bare bliver fordoblet. 
Der skulle altså en tegning til for at få Katrine til at indse, at når sidelængderne i en terning fordobles, så 
bliver rumfanget 8 gange så stort. 
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Vi vurderer, at Katrine ikke umiddelbart gav sig til at lave en tegning, fordi modellen her var rummelig, og 
Katrine havde svært ved at forestille sig noget rummeligt. 
 
Den sidste opgave, som Katrine fik i diagnosticeringen, var spørgsmål 12 fra detektionstesten: 
Spørgsmål 12  
Af helbredsmæssige årsager bør folk begrænse deres anstrengelser, fx under udøvelse af 
sport, for ikke at overskride en bestemt hjertefrekvens (antal hjerteslag pr. minut). Før i 
tiden var sammenhængen mellem en persons anbefalede maksimale hjertefrekvens og 
personens alder (målt i år) beskrevet ved følgende formel (hvor der ses væk fra enheder):  
 
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 220 – alder. 
 
Nyere forskning viste at denne formel burde ændres en smule. Den nye formel er som 
følger:  
 
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 208 – (0,7 × alder). 
 
En avisartikel skrev: ”Et resultat af at benytte den nye formel i stedet for den gamle er, at 
det anbefalede maksimale antal hjerteslag per minut for yngre mennesker nedsættes en 
smule, mens det for ældre mennesker forhøjes en smule.”  
Avisens påstand er korrekt. Fra hvilken alder og frem forhøjes den anbefalede maksimale 
hjertefrekvens ved overgang til den nye formel? Begrund dit svar. 
Katrine ”Det er faktisk en ret dum opgave det her. Den gættede jeg mig til at det var 40 år. Der brugte 
jeg min lommeregner indtil det gik op. Ved 10 var den for stor. Det var den også ved 20, dog 
lidt mindre end ved 10.” [Katrine havde ved detektionstesten lavet tabeller for hver af de to 
situationer, for at finde ud af hvornår ligningerne gav det samme.] 
Henrik ”Hvis man skulle regne det ud… Det er den der alder man ikke kender. Ville det være nemmere 
hvis den hed x?” 
Katrine ”Nææ, det tror jeg simpelthen ikke. Jeg har jo bare skulle finde x… eller alderen.” 
Tina ”Kan du prøve at skrive det ned?” 
Katrine ”Jeg vil ophæve parentesen. Så skal jeg gange ind i den?” 
Henrik ”Nej, det der står inde i parentesen skal trækkes fra 208.” 
Katrine ”Så giver den 40” 
Tina ”Hvad er det, der giver 40? Hvor kommer 40 fra i forhold til det her?” 
Katrine ”Det er min alder. Det passer slet ikke det jeg siger. Hvis jeg sætter 40 ind der, så får jeg 180 
[den første ligning]” 
Tina ”Og hvis du sætter 40 ind som alder i den anden ligning, hvad giver det så?” 
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Katrine ”Så giver det også 180” 
Tina ”Du kan huske de 40. Du prøvede dig frem til det. Du fandt ud af, hvornår det ene udtryk giver 
det samme som det andet udtryk. 
Katrine ”Ja, ligesom ved to ligninger med 2 ubekendte.” 
Tina ”Havde du behøvet at gætte?” 
Katrine ”Nej, jeg kunne godt have løst den” 
Tina ”Hvordan ville den ligning have set ud?” 
Katrine ”På MathCad ville jeg bare have sagt Find alder” 
Tina ”Og uden MathCad, hvad ville du have gjort?” 
Katrine Skriver de to ligninger op (se Figur 13 nederst). 
 
Figur 13 Katrine kommer til sidst frem til at finde alderen ved at bruge to ligninger med to ubekendte. 
Katrine havde først prøvet sig frem til en løsning, og fik – lidt presset – udtalt at det var to ligninger med to 
ubekendte. Men det skulle hives ud af hende. 
 
Til sidst i diagnosticeringen stillede vi Katrine fem spørgsmål omkring matematisk modellering og modeller, 
for at finde frem til hendes forståelse af disse begreber: 
Hvad er en matematisk model? 
Katrine ”En graf. Du kan have en graf for den rette linje. Så er grafen model for funktionen.” 
Tina ”Kunne det hænge sammen med virkeligheden på en måde?” 
Katrine ”Det kunne det da godt. Du kan lave en model for… hmm… det ved jeg ikke lige. Broer? Du kan 
lave en model for, hvordan den skal hælde og sådan noget.” 
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Hvad er modellering? 
Henrik ”Hvis du bare tænker modellering generelt, hvad kommer du så til at tænke på?” 
Katrine ”Så tænker jeg modellervoks.” 
Tina ”Hvorfor er det en model, hvis du laver et hus i modellervoks?” 
Katrine ”Fordi så kan du se på det. Du har det fysisk. Man kan jo ikke gå ind i et modellervokshus. Det 
er jo ikke stor nok.” 
Henrik ”Kan man så ikke bare lave det stort nok?” 
Katrine ”En model er bare sådan noget som man tænker det skal være i virkeligheden…” 
Henrik ”Nu har du jo byggeri som teknikfag…” 
Katrine ”Ja, der laver vi også modeller i AutoCad” 
Henrik ”Hvad bruger I så dem til?” 
Katrine ”Det er til målestoksforhold. Det er jo lidt svært at skulle skitsere et rigtigt hus, og så finde ud 
af at det er forkert. Så bruger vi AutoCad til at se om det hænger sammen. Jeg tror, jeg er ret 
god til det her. Jeg skal jo bare snakke ”.  
 
Hvor præcis er en matematisk model? 
Katrine ”Det kommer helt klart an på hvilken model du bruger, og hvilke redskaber du bruger. 
Modellervoks er ikke ret præcist, AutoCad er ret præcist. Så det kommer rigtig meget an på 
hvilket redskab du har.” 
Henrik ”Hvor præcis skal den være?” 
Katrine ”Det kommer an på hvad du skal lave. Et hus skal jo være 100 % præcis. Jeg læser lige nu om 
LEGO til min SRP. Legoklodser skal være ens til 1 mm fra, ellers virker de ikke. Så det kommer 
rigtigt meget an på, hvilket produkt vi arbejder med.” 
Tina ”Jeg vil gerne om du kan prøve at tænke på en anden slags modeller end den med 
målestoksforhold. I går [i matematiktimen] snakkede vi om noget med en pris. Det var noget 
med en Taxi.” 
Katrine ”Nårh jo. En model for det. Den afhænger af startgebyr og køreturens længde og trafikken. Det 
er en lineær funktion, for du stiger med et tal.” 
Tina ”Hvor præcise kan vi lave sådan en model?” 
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Katrine ”Sådan noget som en Taxitur kan du ikke lave helt præcis, for der er så mange faktorer, der 
spiller ind. Men hvis du har andre ting med to dele, der ikke bliver påvirket af andet, så kan du 
godt regne det præcist.” 
Henrik ”Nu med taxituren. Hvad kunne det være der ikke var til at regne på?” 
Katrine ”Trafikken. Fordi kilometrene er jo fakta.” 
Henrik ”Hvis man nu har rigtig god tid, og man hver eneste dag stiller sig ud og betragter det 
vejstykke, som vi skal køre, kan vi så få noget ud af at se hvordan trafikken udvikler sig hen 
over dagen?” 
Katrine ”Det vil ikke være det samme, for trafikken er ikke den samme hver dag.” 
Henrik ”Tror du der er nogle tidspunkter hvor det er værre end andre?” 
Katrine ”Hvis du kommer herude [ved skolen] klokken 7.50 så er der meget trafik, men kommer du kl. 
8.05, så er der ikke så meget trafik. Så noget kan man ca. regne men du kan aldrig komme tæt 
på.” 
Katrine har en god fornemmelse for hvad modellering er, samt hvilke begrænsninger det giver. 
 
Hvad er formålet med en matematisk model? 
Katrine ”Hmm… Til taxikørsel har man den til… løn? Til at skabe overblik?” 
Tina ”Hvad er det man giver når man er ude og køre i taxi?” 
Katrine ”Penge? Prøv lige at komme med et andet eksempel på en model.” 
Tina ”Huset. Hvorfor har vi en model af huset?” 
Katrine ”Er det en matematisk model?” 
Tina ”Ja, det har du i hvert fald sagt. Hvorfor er det smart at tegne et hus i målestok i stedet for 
bare at give sig til at bygge det?” 
Katrine ”Hvis vi halvvejs i byggeriet ser, at det ikke passer. Eller at taget ikke kan bære. Det er jo det 
man bruger det der AutoCad til. Men har det noget med matematik at gøre?” 
Henrik ”Ja. Hvis du ikke havde AutoCad til at beregne det, og vi sagde, at vi skulle finde ud af om taget 
kan bære.” 
Katrine ”Det er noget med fysik.” 
Henrik ”Ja, der skal noget fysik stoppes ind i det. Hvis du skulle løse problemet i fysik…” 
Katrine ”… så ville jeg tænke på kræfter og sådan noget.” 
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Henrik ”Lige præcis. Og når du så skal komme og sige om det kan bære eller ikke bære, hvad vil du så 
gøre?” 
Katrine ”Nårh ja, det er selvfølgelig en matematisk udregning.” 
 
Hvilke matematiske modeller har du arbejdet med? 
Katrine ”Alle de modeller og grafer og formler vi bruger i matematik. Det er vel også modeller.” 
Tina ”Har du brugt nogle i virkeligheden?” 
Katrine ”En gynges svingningstid. Det er da også en matematisk udregning. På 1. semester havde vi 
noget om sundhed. Med BMI.” 
Tina ”Hvad er BMI?” 
Katrine ”Det er Body Mass Index. Det siger noget om din sundhed.” 
Tina ”Er det endegyldig sandt det der BMI?” 
Katrine ”Øhh, ja og nej. Du måler jo noget i kroppen, men du kan se om du har en høj eller lav BMI, 
men der er også mange andre faktorer der spiller ind. ” 
Tina ”… ja. For eksempel…?” 
Katrine ”Sådan noget med hvor stor en procentdel dine knogler fylder, og hvor meget dit fedt det 
fylder. Der er jo forskel på mennesker. Så selvom jeg har en overvægtig BMI, så er det ikke 
fordi jeg er tyk, men så kan det være nogle andre ting der spiller ind og påvirker det.” 
Tina ”Ja. Så man kan sige at det er en model med hvad?” 
Katrine ”Man skal bruge den med omhu og begrænsning.” 
 
Diagnosticering, Konklusion, Katrine 
Katrine viste ved sin besvarelse af de supplerende opgaver med variabler ved detektionstesten, at hun 
havde problemer indenfor dette område. Ved diagnosticeringen drillede det hende også i forbindelse med 
sammenhængen imellem antal lærere og antal elever i spørgsmål 4, samt ved opgaven med pizzaen i 
spørgsmål 8 og med terningens vægt i spørgsmål 11. En stor del af Katrines matematikviden er 
instrumentiel (Skemp, 1976, s. 20), hvilket vi oplevede i forbindelse med hendes overvejelser ved løsning af 
opgaverne med procentregning og terningens vægt, og endvidere ved vi det ud fra vores kendskab til 
Katrine i dagligdagen. 
De spørgsmål og opgaver, hun kunne relatere til virkeligheden, forsøgte hun at forestille sig, og hvis ikke 
hun kunne forestille sig det, gav det heller ikke mening for hende rent matematisk (for eksempel i opgaven 
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hvor man hele tiden tager 1 % af olien der er tilbage i et oliefelt, og i hendes verden blev den resterende 
oliemængde på et tidspunkt så lille, at den ikke var der). 
Vi vurderer, at Katrines forståelse for modeller og deres rækkevidde er god, ud fra de mundtlige 
besvarelser hun gav på de afsluttende spørgsmål i diagnosticeringen. Især var hun præcis i sine besvarelser 
omkring modellers nøjagtigheder.  
Vi vurderer, at Katrine vil kunne løftes i matematik generelt ved at arbejde med modellering, da hun har en 
god forståelse for modellering, og hun har lettest ved at løse opgaver med praktiske problemstillinger, hvor 
hun forstår virkeligheden. 
 
Diagnosticering, Bob 
En af de første opgaver som Bob skulle løse i diagnosticeringen, var spørgsmål 3 fra detektionstesten (Niss 
& Jankvist, 13 spørgsmål fra Professoren, 2015): 
Spørgsmål 3  
Søren vil sætte sine sparepenge i banken. Banken Tæsk tilbyder 0,25 % i rente hvert kvartal, 
hvis han lader pengene stå i 2 år. Banken Bank tilbyder 1 % i årlig rente, hvis han lader 
pengene stå i 2 år. Er det ligegyldigt hvilken bank Søren vælger, eller har han fordel af at 
vælge den ene frem for den anden? Begrund dit svar. 
Bob ”I spørgsmål 3 vil jeg mene det er bedst at tage den med 0,25 % i rente hvert kvartal. Nu har 
jeg ikke lige lavet de præcise udregninger, men hvis han tager den med 1 % i rente hvert år, i to 
år, så får han ikke så meget i rente som ved 0,25 %, da han får rente af renterne. Det bliver 
ikke til så meget, men det er da lidt. Det er rente otte gange over de to år. ” 
Bob havde helt styr på rentes rente. Han behøvede slet ikke at udføre et konkret regnestykke for at være 
overbevist om, at 0,25 % i rente, med otte rentetilskrivninger, giver mere end 1 % i rente med to 
rentetilskrivninger. 
 
Næste opgave var spørgsmål 4 fra detektionstesten: 
Spørgsmål 4  
På en bestemt skole er der 6 gange så mange elever som lærere. Opskriv en formel der 
udtrykker sammenhængen mellem antallet, E, af elever og antallet, L, af lærere. Begrund dit 
svar. 
Bob ”Jeg ved ikke om spørgsmål 4 er noget man tænker for meget over – altså om den er mere 
avanceret end den ser ud? For umiddelbart vil jeg bare sige 6 ∙ E = L, fordi der er seks gange så 
mange elever som lærere.” 
Henrik ”Prøv at skrive den op sådan. Kan du så lave et eksempel hvor der er 12 elever, og så udregne 
hvor mange lærere der er? Bare lige for at teste den af.” 
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Bob ”Så siger jeg 6 ∙ 12 = … Den kan jeg ikke lige tage i hovedet så tidligt på morgenen (taster ind på 
lommeregner). Det giver så 72.” 
Henrik ”Passer det så i forhold til… Nu har du jo brugt E som antallet af elever, og L som antallet af 
lærere. Nu hvor du har sat tal ind, passer den så i forhold til det du forventer?” 
Bob ”Nej, nu kan jeg godt se at den går galt.” 
Henrik ”Hvad er problemet i den?” 
Bob ”Lige nu er der 6 gange så lidt elever som lærere. Så det skulle være 𝐿 =
𝐸
6
 tænker jeg. Jeg 
prøver lige: 
12
6
= 2. Så passer den.” 
Bob fik hurtigt skrevet ligningen op, og efter at være opfordret til at teste den, indså han lynhurtigt, at den 
var forkert. Men ikke nok med det; han fortolkede endda den udgave han har lavet, udregnede det 
omvendte; altså at der blev 6 gange så lidt elever som lærere, i stedet for 6 gange så mange elever end 
lærere. 
 
I opgaven med spørgsmål 7 fra detektionstesten, fandt vi et område hvor Bob havde problemer: 
Spørgsmål 7  
På en ret stejl bakke i Athen findes en vej op, der er ca. 4 km lang. Rikke, som er i god form, 
kan bestige bakken med en gennemsnitsfart på 3 km i timen, og gå ned igen med den 
dobbelte fart. Hvad er Rikkes gennemsnitsfart for den samlede tur? Begrund dit svar. 
Bob ”Den her kan jeg godt huske… Hun skal gå en tur på 8 km, og går op på 3 km/t, og ned på 6 
km/t. Jeg kan ikke huske hvordan man skal lægge hastigheder sammen på denne måde, så det 
bliver noget gætværk det meste af det. ” 
Tina ”Du kan ikke huske hvordan man regner hastighed, tid og strækning ud?” 
Bob ”Ikke i hovedet. Nej.” 
Henrik ”Kan du ud fra enhederne? F.eks. hastighed. Hvad er enheden for hastighed?” 
Bob ”Det er så kilometer divideret med tid” 
Tina ”Prøv lige at skriv det op. Hastighed plejer man at kalde for v” 
Bob ” 
𝑣
𝑡
 ” 
Tina ”Det var faktisk ikke det du sagde. Du sagde hastighed var kilometer divideret med timer.” 
Bob ”Hastighed var v. Strækning var s? OK, så 𝑣 =
𝑠
𝑡
 . Kan man så bare smække den formel op på 
hver især, og så bare samle resultatet? Det tænker jeg ikke man kan.” 
Tina ”Hvorfor skulle man ikke kunne det?” 
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Bob ”Fordi, i mit hoved vil det svare til at sige: 3 km/t + 6 km/t = 9 km/t. Det betyder jo ikke at hun 
går 9 km/t begge veje.” 
Tina ”Nej, men hvad er det der står? Prøv at læse opgaven stille og rolig.” 
Bob ”Hvad er hendes gennemsnitsfart? Nå ja så vil det jo umiddelbart være 4,5 km/t. Altså plusse 
de to hastigheder og så dividere med 2?” 
Tina ”Du har strækning og hastighed. Men er det ikke tiden du mangler?” 
Herefter indsætter Bob de oplyste strækninger og hastigheder for de to situationer. Han får en del hjælp 
undervejs i forhold til at udregne ligningerne. Han kommer efter et stykke tid frem til, at den samlede gåtur 
tager 2 timer (se Figur 14). Dermed konkluderer han, at gennemsnitsfarten måtte være 4 km/t. 
 
Figur 14 Bob udregner gennemsnitshastigheden i spørgsmål 7, ved først at udregne tiden i de to situationer. 
 
Denne opgave havde Bob svært ved, da han umiddelbart ikke kunne forstille sig hvad han skulle gøre. Han 
tænkte slet ikke i fysik (et kendt udtryk for sammenhæng mellem hastighed, strækning og tid), eller dét at 
se på enhederne og ræsonnere sig frem. Matematikken i opgaven omkring ligningsløsning havde han svært 
ved. 
 
I pizzaopgaven, spørgsmål 8 fra detektionstesten, havde Bob ingen problemer: 
Spørgsmål 8  
Et pizzeria serverer to runde frokostpizzaer af samme slags og tykkelse, men i forskellig 
størrelse. Den mindste har en diameter på 30 cm og koster 30 kr. Den største har en 
diameter på 40 cm og koster 40 kr. Hvilken pizza giver mest for pengene? Vis, hvordan du 
kom frem til dit resultat. 
Bob ”Er det omkreds eller areal der er 2 ∙ r?” 
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Tina ”Det er omkredsen. Areal er  ∙ r2.” 
Bob ”Jeg ved godt hvordan jeg skal regne den, men jeg kan bare ikke huske den rigtige formel. OK. 
Jeg starter med at finde ud af hvor mange cm2 jeg får pr. krone for at kunne sammenligne hvad 
der er mest værd.” 
Bob udregnede herefter areal pr. krone for de to pizzaer, og fandt at pizzaen med en diameter på 40 cm 
gav mest pizza for pengene. 
Bob afslørede, at han har helt styr på hvordan opgaven løses, da han sagde ”Jeg starter med at finde ud af 
hvor mange cm2 jeg får pr. krone for at kunne sammenligne hvad der er mest værd”. Det var helt logisk for 
ham hvad opgaven gik ud på. Det eneste han var i tvivl om, var formlen for udregning af arealet af en cirkel. 
 
Spørgsmål 9  
I landet Zedland er der to aviser, der søger sælgere. Annoncerne nedenfor viser, hvordan de 
betaler deres sælgere.  
 
John beslutter sig for at søge en stilling som avissælger. Han skal vælge mellem Zedland 
Posten og Zedland Tidende. Hvilken af de følgende grafer (A, B, C eller D) er en korrekt 
fremstilling af, hvordan de to aviser betaler deres sælgere? Begrund dit svar. 
 
Bob ”Den er der ikke noget udregning til. Det er bare at kunne læse graferne. Lad os se… Det er A 
eller C der er den rigtige fordi Zedland Tidne siger 60 zeds om ugen, og så kan vi ikke starte i (0; 
0); Så skal vi starte oppe på y-aksen et sted. Den giver 0,05 zeds pr. avis, så det er konstant. 
Den [grafen] vil lige så langsomt stige. De to andre [graf B og D] har et knæk på dem, og så kan 
det ikke være dem.” 
Bob ”Så er det Zedland Posten. Det er så C, fordi på A er det bare en lige linje. Det vil sige, at det er 
det samme antal penge du får for det. På C kan du se, at du starter med at få en lille smule, og 
så når du til knækket, og så stiger den endnu mere.” 
Denne opgave havde Bob også helt styr på: ”Det er bare at kunne læse graferne”. Bob viste her, at han 
sagtens kan lave registerskift fra en tekst til en graf (Duval, 2006), og helt naturligt anvender (næsten hele 
tiden) de korrekte matematiske betegnelser for hvad der sker. 
 
I opgaven med terningen der skulle have siden fordoblet, spørgsmål 11 i detektionstesten, så vi Bob starte 
ud med ikke at have en løsningsstrategi, men ende ud med at løse opgaven perfekt: 
Spørgsmål 11  
En terning af træ med alle kanter lig 2 cm vejer 4,8 gram. Hvad vejer en terning af træ, hvor 
alle kanterne er 4 cm? Begrund dit svar. 
Bob ”Svaret er ikke 4,8 ∙ 2. Det er for ligetil. Den hoppede jeg i sidste gang. Lad mig se. Er vi enige 
om at en terning er et kvadrat?” 
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Tina ”Ja, bortset fra at en terning er rummelig. Alle sider er lige lange på en terning, så hver side er 
et kvadrat. Det er ligesom dem du spiller Yatzy med.” 
Bob ”To på hvert led… Jeg prøver lige at tegne en kasse først. Det kan godt være at det er 
fuldstændigt forkert det her, men nu starter jeg bare et sted. Umiddelbart vil jeg bare tænke, 
at den bliver dobbelt så stor når den bliver forlænget, [peger på sin tegning af en kasse] hvilket 
så er 12 gange.” 
Tina ”Hvordan kom du frem til det?” 
Bob ”Hver side jeg skal forlænge, bliver fordoblet. Der er fire sider… eller fire kanter på den ene 
side, fire på den modsatte og så er der de fire som forbinder de to.” 
Tina ”Prøv at skrive målene på din terning på papiret” 
Bob ”2 ∙ 2 ∙ 2. Så bliver det til 4 ∙ 4 ∙ 4. Firkanterne er dobbelt så store. Det har jeg haft problemer 
med før” 
Tina ”Kan du forstørre din terning du har tegnet?” 
Bob ”Ja, det kan jeg da godt [ Bob forlængede kanterne på den tegnede firkant på papiret, som det 
ses på Figur 15. Herefter talte han antallet af oprindelige terninger i den nye terning]. Der er 
altså 8 terninger. Den bliver altså 8 gange så stor. 4,8 ∙ 8 = 32,4.” 
 
Figur 15 Bob får skitseret fordoblingen af terningens sider op 
Bob havde fra starten ikke gennemskuet løsningen, men var hurtig til at tage rådet fra Tina om at tegne 
situationen op. Herefter fandt han selv frem til at en fordobling på kantlængden gav en 8 gange så stor 
terning. 
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Den sidste opgave der var med i diagnosticeringen, var spørgsmål 12 fra detektionstesten. Her kom Bob 
virkelig på en stor opgave, i dét vi ramte et ømt punkt i hans matematikforståelse: 
Spørgsmål 12  
Af helbredsmæssige årsager bør folk begrænse deres anstrengelser, fx under udøvelse af 
sport, for ikke at overskride en bestemt hjertefrekvens (antal hjerteslag pr. minut). Før i 
tiden var sammenhængen mellem en persons anbefalede maksimale hjertefrekvens og 
personens alder (målt i år) beskrevet ved følgende formel (hvor der ses væk fra enheder):  
 
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 220 – alder. 
 
Nyere forskning viste at denne formel burde ændres en smule. Den nye formel er som 
følger:  
 
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 208 – (0,7 × alder). 
 
En avisartikel skrev: ”Et resultat af at benytte den nye formel i stedet for den gamle er, at 
det anbefalede maksimale antal hjerteslag per minut for yngre mennesker nedsættes en 
smule, mens det for ældre mennesker forhøjes en smule. ” 
Avisens påstand er korrekt. Fra hvilken alder og frem forhøjes den anbefalede maksimale 
hjertefrekvens ved overgang til den nye formel? Begrund dit svar. 
 
Bob ”Denne her forstod jeg heller ikke da jeg fik den første gang [i detektionstesten på klassen]. 
Der står, at påstanden er korrekt, og fra en vis alder skulle den ændre sig... men det kan jeg 
bare ikke se hvordan vil fungere? Jeg prøvede også at kaste tal ind sidste gang uden held.” 
Henrik ”Ja, for det du skal komme frem til er…?” 
Bob ”… hvilken præcise alder den går fra at blive forhøjet til at blive sænket. Nej, omvendt.” 
Henrik ”Bare for at være sikker på at du forstår opgaven… Den går på, at der er kommet denne her 
nye måde. I forhold til den nye måde, så er den maksimale anbefalede hjertefrekvens udregnet 
på denne måde [peger på den anden ligning].” 
Bob ”Arh, så forstår jeg hvad den går ud på. Det er altså de to sammenlignet. Jeg har hele tiden 
troet, at det kun var i den nye jeg skulle se på. Så giver det meget mere mening. Men jeg er 
ikke sikker på hvordan jeg vil udregne det. Jeg kan jo godt gætte indtil jeg får et svar.” 
Tina ”Hvad er det for et svar du leder efter? Hvad vil du gætte på, og hvornår ved du at du har 
gættet rigtigt?” 
Bob ”Hvis jeg bare skulle gætte, vil jeg starte fra 1 og køre opefter.” 
Tina ”Hvornår vil du stoppe?” 
Bob ”I det øjeblik at… at den nederste er højere end den øverste. Lad os lige tage 2 [og prøve med]. 
Det giver 206. Jeg vil simpelthen prøve med et tal indtil den nye formel har en højere værdi 
end den gamle formel.” 
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Tina ”Hvad sker der lige der, hvor den skifter?” 
Bob ”Der skulle de ramme det samme tal.” 
Tina ”Kan man bruge det til noget?” 
Bob ”Det kan man højest sandsynlig, men jeg er ikke sikker på hvad. Sådan nogle opgaver har jeg 
ret svært ved.” 
Tina ”Jeg tror, du kan finde ud af den. Prøv med nogle andre tal du tror det [skiftet] ligger omkring.” 
Bob ”Jeg tager et højt tal. 50 år. Der ramte jeg ret tæt på. 173 sammenlignet med 170. Men nu er 
det byttet rundt mellem de to formler. Så vil jeg gå langsomt ned fra 50; 49, 48, …” 
Henrik ”Det du har gang i her, med at tage en række værdier og prøve af og få et resultat for, har du 
prøvet det tidligere? Det kunne for eksempel være i forbindelse med at kunne optegne en 
graf?” 
Bob ”Sildeben?” 
Henrik ”Ja, sildeben. Ind sætter du nogle talværdier, og ud får du nogle funktionsværdier. Men kan du 
overføre det til denne her opgave?” 
Bob ”Ja, man kunne tegne begge grafer op, og se hvor de krydser.” 
Tina ”Hvad er det man regner ud når man ser hvor de to grafer krydser hinanden?” 
Bob ”Skæringspunkt?” 
Tina ”Ja, et skæringspunkt. Hvordan regner man det ud?” 
Bob ”Jeg kan ikke regne det ud. Jeg kan sætte en streg og en streg [tegne de to grafer] og se hvor 
de krydser hinanden. Men udregningen kan jeg ikke huske. Det var en af grundene til at jeg har 
valgt matematik A fra, for der er en masse arbejde med grafer, og det kører jeg hele tiden død 
i. Jeg har fået det forklaret 1000 gange før, men det sidder bare aldrig fast.” 
Tina ”Jeg synes du at du er ret god til det med graferne. Det så vi i opgaven her omme på den 
anden side [Spørgsmål 9 fra detektionstesten].” 
Bob ”Ja, til at kigge på dem, men ikke til at udregne. Altså til at kunne udregne formlen for hvor den 
rette linje går igennem. Det skal jeg Google hver gang.” 
Tina ”Kan du ikke optegne graferne for de to funktioner?” 
Bob ”Den ligger cirka her.” [optegner de to grafer på papiret, og ser ved hvilken alder de to grafer 
skærer hinanden]. 
Tina ”Hvad er fælles hvor de krydser hinanden?” 
Bob ”Hjertefrekvensen og alderen.” 
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Tina ”Ja. Nu har du en måde hvor du udregner frekvensen på to forskellige måder. Hvordan vil du 
finde ud af hvornår de er ens?” 
Bob ”Stille ligninger op? 2 ligninger med 2 ubekendte?” 
Henrik ”Når du nu får dem skrevet op, så opdager du, at der ikke er så mange ubekendte igen… Du 
har nemlig en vigtig viden. [Bob skriver første linje på Figur 16]. Hvorfor er der kun én 
ubekendt nu, nemlig alderen?” 
Bob ”Fordi hjertefrekvensen er den samme.” 
 Herefter udregner Bob ligning, og finder Alder til 40 år som vist på Figur 16. 
 
Figur 16 Løsning af de to ligninger med to ubekendte i spørgsmål 12 
 
Bob kunne ikke gennemskue hvordan han skulle løse opgaven. Han udtalte blandt andet ”Sådanne opgaver 
har jeg ret svært ved”. Senere fortalte han, at han har svært ved at regne med grafer, og det har været en 
af grundende til at han lige har valgt at springe fra matematik A. Men ved lidt input og hjælp kom han frem 
til, at det drejer sig om 2 ligninger med 2 ubekendte, og han fik isoleret og fundet resultatet.  
Løsningen af spørgsmål 12 tog 20 minutter at gennemføre; det var cirka en tredjedel af 
diagnosticeringstiden, men udbyttet for Bob vurderede vi var meget stort. 
 
Til sidst i diagnosticeringen, stillede vi Bob fem spørgsmål omkring matematiske modeller, for at finde ud af 
hvilken opfattelse han havde omkring dette emne. 
 
Hvad er en matematisk model? 
Bob ”En graf. En graf for alt tænker jeg. Det er en graf med to forskellige værdier i forhold til 
hinanden, tænker jeg. F.eks. det spørgsmål vi havde tidligere med bakken. Sådan nogle ting. 
Jeg tror det er den eneste model jeg kan komme i tanke om.” 
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Tina ”Kan det være for forskellige ting?” 
Bob ”Det kan være for alt. Så længe du har to forskellige værdier der har noget med hinanden at 
gøre. Det kan ikke være æbler og pærer.” 
 
Hvad er modellering? 
Bob ”At skabe eller forme, tænker jeg.” 
Henrik ”Hvad ser du for dig når du tænker modellering?” 
Bob ”Modellervoks eller ler.” 
Henrik ”Hvad kan man bruge det til?” 
Bob ”Til at forme og skabe nye ting. Man kan forme en mand, og så har man skabt en mand.” 
Tina ”Vil en modellervoksmand ligne en rigtig mand?” 
Bob ”Nej, men man kan komme med et bud. Det kan aldrig blive helt præcis.” 
Tina ”Hvis man skal komme med et godt bud på hvordan noget skal se ud i forhold til det virkelige?” 
Bob ”Målestoksforholdet er vigtigt, mens størrelsesforholdet ikke er så vigtigt.” 
 
Hvor præcis er en matematisk model? 
Bob ”Så præcis som du gør den.” 
Tina ”Kan man altid gøre den præcis?” 
Bob ”Modellen er altid 100 % præcis ud fra de tal du giver den! Hvis man laver den i MathCad, så vil 
den altid give de helt præcise værdier. Men om det så er de præcise værdier i forhold til det du 
skal bruge dem til, er en anden snak. Men modellen vil altid vise det præcise i forhold til hvad 
du har givet den af information.” 
Her viste Bob en utrolig dyb forståelse for matematiske modeller og deres rækkevidde.  
 
Hvad er formålet med en matematisk model? 
Bob ”At skabe overblik i mange situationer.” 
Henrik ”Hvornår vil man have brug for det?” 
Bob ”Når man bruger en matematisk model, vil man kunne udregne resultatet selv.” 
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Hvilke matematiske modeller har du arbejdet med? 
Bob ”Matematik, fysik, øøøh…” 
Tina ”Hvad med i virkeligheden… eller hverdagen?” 
Bob ”Økonomi.” 
Tina ”Hvad med samfundsfag?” 
Bob ”Statistikker, grafer… til at give overblik. Stiger det eller falder det. Hvordan går det økonomisk 
for vores land.” 
 
Diagnosticering, Konklusion, Bob 
Bob viste ved sin besvarelse af de supplerende opgaver med variabler ved detektionstesten, at han havde 
problemer inden for dette område. Ved diagnosticeringen drillede det ham også i forbindelse med 
sammenhængen imellem antal lærere og antal elever i spørgsmål 4, samt ved udregning af 
gennemsnitshastigheden i spørgsmål 7, hvor han måtte have en del hjælp til at holde styr på formler og 
variable. 
Ved diagnosticeringen oplevede vi i øvrigt, at Bob har en velfungerende matematikhjerne, idet han faktisk 
kunne løse mange af opgaverne på egen hånd. Vi fandt også et par steder (især omkring funktioner og 
registerskift mellem funktion og graf), som han havde lidt svært ved. Men Bobs præstation ved 
diagnosticeringen var forbløffende for os, idet vi oplevede på den time som diagnosticeringen tog, var et 
større matematisk udbytte fra ham, end vi havde oplevet i løbet af det halve år, vi havde ham til matematik 
i sidste semester! 
I diagnosticeringen fandt vi også ud af, at Bob havde en god forståelse for begrebet modeller og 
modellering. Hans svar på spørgsmålene til sidst i diagnosticeringen indikerede, at han havde en rigtig god 
forståelse af, hvad modeller og modellering er og kan bruges til; herunder begrænsninger og præcision. 
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Intervention 
Vi opdelte interventionen i tre forløb, som Bob og Katrine skulle igennem i fællesskab. Forløbene var af ca. 
1,5 times varighed, og blev afviklet som vist i Tabel 1. 
Uge nummer Dato Forløb 
41 7. oktober Intervention 1 
44 28. oktober Intervention 2 
45 4. november Intervention 3 
Tabel 1 Afvikling af de tre interventionsforløb 
Hvert af de tre interventionsforløb var udvalgt med henblik på at skulle styrke de to udvalgte elevers 
matematiske kompetencer ved hjælp af arbejde med modellering. I de efterfølgende afsnit beskrives hvert 
af de tre interventionsforløb, samt de kompetencer, der ønskes styrket igennem forløbet. Afslutningsvis 
kommenteres på hvorvidt det lykkedes at styrke de pågældende kompetencer. 
De tre interventionsforløb er alle bygget op omkring nogle problemstillinger, som skal løses med 
matematisk modellering. De første to interventioner indeholder problemstillinger, som eleverne skal 
matematisere og analysere, og derefter opstille funktionsudtryk med definition af variable. Ved tredje 
intervention ønskede vi at afprøve, om elevernes forudgående kendskab til vektorregning samt kinematik 
fra fysikundervisning, herunder specifikt det skrå kast, kunne anvendes til at skabe forståelse for 
vektorfunktioner og arbejde med flere variable, hvor vi har flere sammenhænge i form af x(t), y(t) og y(x).  
Opgaverne indeholder situationer, som eleverne vurderes at kunne forholde sig til i forhold til deres 
hverdag, og det var vores vurdering, at de ville være i stand til i samarbejde at tænke sig frem til, hvordan 
opgaverne kunne løses. Opgaverne var forholdsvis simple, og de var konstrueret således, at eleverne ville 
indse behovet for en model (Lesh & Doerr, 2003). 
Der er en progression i opgaverne, således at der ved problemstillingen ved første intervention indgår 
færre variable, som skal i spil, end der kræves ved anden intervention. Ved tredje intervention skulle 
eleverne kombinere deres viden indenfor vektorregning og kinematik. Vi havde en forventning om, at vi 
ville opleve en vækst i elevernes matematikforståelse i henhold til (Pirie & Kieren, 1994). 
De kommentarer og iagttagelser vi har gjort os fra interventionerne, er markeret med en indramning i selve 
beskrivelsen af hver intervention. 
De to udvalgte elever er vidt forskellige personer, hvis man skal beskrive dem i forhold til deres styrker og 
svagheder inden for matematik, samt måden de arbejder på i matematik. Denne viden har vi dels ud fra 
diagnosticeringen, og dels ud fra vores kendskab til dem i dagligdagen. Vi valgte at lade eleverne 
samarbejde igennem alle interventionsforløbene, fordi at vi forventede, at de kunne få noget positivt ud af 
deres indbyrdes forskellige styrker. 
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Intervention, Introduktion, Katrine 
Katrine er en meget pligtopfyldende, flittig og ambitiøs elev. I matematik arbejder hun meget 
instrumentelt, og hun har ofte brug for at blive igangsat, når hun skal løse en opgave. Hun har problemer 
med at se, hvordan en opgave skal gribes an. Katrine samarbejder en del med nogle bestemte elever i 
klassen, som ligesom hende selv er ambitiøse og flittige. Katrine arbejder meget struktureret og har styr på 
notater, opgaver med videre, som hun anvender meget. Katrine viste os ved diagnosticeringen, at hun 
havde forholdsvis let ved at løse modelleringsopgaver, hvor der indgik elementer, som hun rent faktisk 
kunne forestille sig.  
Med de planlagte interventionsforløb ønsker vi at styrke Katrines matematiske forståelse, således at den 
udvides fra at være instrumentel til at blive relationel (Skemp, 1976, s. 20). Vi ønsker at styrke Katrines 
matematiske kompetencer, med særlig fokus på: 
 Variabelbegrebet, som en del af symbol- og formalismekompetencen. 
 Problembehandlingskompetencen. Vi ønsker, at Katrine skal blive bedre til at forstå og løse en 
opgave med de værktøjer, som hun har; herunder at hun skal blive styrket i at se, hvordan hun kan 
angribe en problemstilling, uden at hun kan finde et eksempel på en tidligere tilsvarende opgave. 
 Ræsonnementskompetencen. Vi ønsker at styrke Katrines evne til matematisk ræsonnement 
igennem kommunikation med Bob, som hun skal samarbejde med ved interventionerne. 
 
Intervention, Introduktion, Bob 
Som elev i den daglige matematikundervisning vil vi karakterisere Bob som ”minimalt deltagende”.  Han har 
ikke afleveret mange hjemmeopgaver, og dét han har afleveret, har han med al sandsynlighed fået massiv 
hjælp til, typisk af klassekammerater. Bob har mange ”huller” i sin matematiske viden, og det ved han godt 
selv. Bob viste os ved diagnosticeringen, at han har en del mere at byde på rent matematisk, end både han 
selv og vi var klar over. Han er god til at tænke matematisk og logisk og bringe matematik i spil i forbindelse 
med løsning af nogle virkelighedsnære opgaver, og det går lettest for ham, hvis ikke der ikke er deciderede 
matematiske formuleringer, men at matematikken i stedet er ”gemt” i opgaven.  
Med de planlagte interventionsforløb ønsker vi at styrke Bobs matematiske overblik og rutine, således at 
han igennem løsning af konkrete problemstillinger, får brugt sine matematiske evner, og opdager, at han 
faktisk kan en del og ikke så langt fra at kunne samle op på det, som han er bagud med. 
Vi ønsker at styrke Bobs matematiske kompetencer, med særlig fokus på: 
 Variabelbegrebet, som en del af symbol- og formalismekompetencen. 
 Repræsentationskompetencen. Vi ønsker at styrke Bob i forhold til at kunne opstille funktioner og 
optegne grafer og anvende disse i forbindelse med løsning af konkrete problemstillinger. 
 Problembehandlingskompetencen. Vi ønsker, at Bob skal få overblik over matematikken, således 
at han har flere værktøjer til at løse forskellige problemstillinger. 
 Ræsonnementskompetencen. Vi ønsker at styrke Bobs evne til matematisk ræsonnement igennem 
kommunikation med Katrine, som han skal samarbejde med ved interventionerne. 
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Intervention 1 
Vi havde i det første interventionsforløb fokus på variabelbegrebet og dermed symbol- og formalisme 
kompetencen (Niss & Jensen, 2002), da begge elever igennem både detektionstesten og diagnosticering 
havde vist at have problemer med det. Desuden havde vi fokus på repræsentationskompetencen, da vi i 
diagnosticeringen havde oplevet at især Bob havde svært ved at gå fra en funktion til en grafisk 
repræsentation. 
Selve interventionen var bygget op over en modelleringsopgave som Katrine og Bob skulle løse i fællesskab. 
Opgaven var taget fra (Galbraith & Stillman, 2006, s. 145), og oversat til dansk. Opgaven ses i sin helhed i 
Appendiks Intervention 1: Den snedige orienteringsløber, side 153.  
Opgaven går ud på, at eleverne skal finde frem til den korteste vej fra F til L (se Figur 17), når man skal forbi 
én af de 18 ”poster” der ligger mellem punkt A og B. Eleverne havde forud for interventionen ikke fået 
noget at vide om, hvad de skulle lave, og dermed havde de heller ikke forberedt sig til opgaven. 
 
Figur 17 Skitse til opgaven til intervention 1. 
 
Først læste begge elever opgaven igennem for sig selv, hvorefter de talte sammen om opgaven. Til at starte 
med havde Katrine ikke forstået opgaven, men Bob forklarede hende, hvordan den skulle forstås. 
Bob ”Umiddelbart er det lige meget hvilken vej de vælger; det giver samme distance” 
Katrine ”Ja, for det er bare Pythagoras!” 
De valgte at udregne distancen for to forskellige poster, for dermed at vise, at distancen var den samme, 
ligegyldigt hvilken post de valgte.  
Den første post de udregnede distancen for, var post nummer 7 på Figur 17. De skitserede to retvinklede 
trekanter og anvendte de oplyste mål til at finde distancen fra Port 1 (punkt F) til post 7, og fra post 7 til 
Port 2 (punkt L). Dette ses på Figur 18. 
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Figur 18 Skitsering af opgaven og udregning af distancen via post 7 (som egentlig er post 8). 
Det var Bob, som fortalte, hvordan distancen skulle udregnes, mens Katrine førte blyanten og ”gjorde” som 
Bob sagde (dette skal opfattes positivt, da samarbejdet var gensidigt). 
De kom frem til, at distancen via post 7 var 286,74 meter (se Figur 19). 
 
Figur 19 Udregning af distancen for rute via post 7. 
Herefter udførte de samme udregning for distancen for rute via post 1 (se Figur 20). 
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Figur 20 Udregning af distancen for rute via post 1. 
Bob og Katrine så, at distancen ikke som de havde forventet var den samme. Ingen af dem kunne se 
hvorfor. Katrine forsøgte at se det ud fra deres tegning. 
Bob ”Jeg tænker at lave en formel.” 
Katrine ”Ja. Hvordan vil du det?” 
Bob ”Jeg tænker, at de 120 er faste…”  [Afstanden fra A til F på Figur 17] 
Bob gik i gang med at matematisere, og opskrev udtrykket: 1202 + (50 + (10 ∙ 𝑝))
2
= 
Katrine ”Det forstår jeg ikke” 
Bob forklarede Katrine hvad udtrykket sagde. De prøvede at sætte p=1, og Bob så, at de kom 10 meter for 
langt. Herefter rettede han på sit udtryk, så det blev til: 1202 + (50 + (10 ∙ 𝑝 − 10))
2
=  (se Figur 21). 
 
Figur 21 Udtryk til at beregne distancen fra Port 1 til en given post. 
Henrik ”Kan I prøve at indsætte P=7 og se, om det giver det samme resultat, som da I manuelt 
udregnede distancen til post 7?” 
Herefter indsatte de 7 som P, og fandt ud af, at det ikke passede med det, de tidligere havde regnet ud… 
Efter lidt tid fandt de ud af, at den post, de manuelt havde regnet afstanden til, var post 8 og ikke post 7. 
Herefter konkluderede Bob, at formlen passede. 
Katrine ”Kan du ikke udregne distancen for post 9?” 
Bob ”Må vi bruge MathCad? Katrine har du MathCad på din computer?” 
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Tina ”Ja, det må I gerne” 
Bob ”Så skal vi ikke til at opskrive formlen på lommeregneren hver gang. Vi kan også få MathCad til 
at tvinge en graf ud, hvis det er.” 
Katrine ”Vil du ikke bare sætte formlen ind og så ændre tallene?” 
Bob ”Hvis vi nu skal tegne en graf…” 
 
Bob så her, at grafen kunne bruges til at ”se” løsningen på opgaven. I diagnosticeringen havde Bob vist, at 
han godt kunne aflæse og ”tyde” grafer (Spørgsmål 9 i diagnosticeringen på side 36), men det at lave grafer 
ud fra en funktion, udtalte han, at han ikke kunne forstå og finde ud af (Spørgsmål 12 i diagnosticeringen på 
side 39). Men her i interventionen sad han ved siden af Katrine, og han havde opdaget, at hun kunne finde 
ud af at optegne grafer med MathCad. 
 
Katrine skrev ind i MathCad, mens Bob fortalte, hvad hun skulle skrive. 
Katrine ”Så sætter vi et punkt ind her…” 
Bob ”Vi skal finde den totale banelængde.” 
Katrine ”Ja, vi skal finde den, der er kortest.” 
Bob ”Ja, men nu tænker jeg den totale banelængde. Så kan du kalde den for total, og så definere 
den som den formel der [Bob peger på udtrykket for at finde distancen fra Port 1 til en given 
post]…” 
Katrine ”Nej, jeg gider ikke lave sådan noget fancy noget. Vi skal jo bare komme med et svar.” 
 
Her er det tydeligt, at Bob havde tænkt så langt frem, at han kunne se formålet med at definere en variabel 
i MathCad, således at de senere kunne lave en graf ud fra funktionen. Derimod ville Katrine i stedet for 
gerne lave en udregning for hver af de 18 poster – altså copy-paste af den indskrevne formel, hvor P blev 
erstattet af den enkelte posts nummer! 
 
Bob ”Jeg tænker bare, det ville være nemmere… Det var fordi jeg kiggede fremad og tænkte, at hvis 
vi skal have en graf, så skal vi have defineret den.” 
Katrine ”Som en funktion eller hvad?” 
Bob ”Præcis.” 
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Katrine ”Hvad vil du så kalde den?” 
Bob ”Total. Bare kald den et eller andet. Hvis du så skriver p heroppe, så kan vi tage den for de 
forskellige poster. p: og så den post du vil starte med. Du kan skrive 18, og så skulle der gerne 
poppe et tal ud” 
På Figur 22 ses det indskrevne udtryk i MathCad til beregning af første del af distancen. 
 
Figur 22 Første del af udtrykket til at beregne distancen indskrevet i MathCad. 
Efter at have indskrevet udtrykket vist på Figur 22, opdagede Katrine, at de kun havde fået udregnet for 
den første del af ruten. Herefter arbejder Katrine og Bob sammen på at få indskrevet udtrykket for den 
anden del af ruten. Det første bud ses på Figur 23.  
 
Figur 23 Første forsøg på at udregne distancen fra posten til Port 2.  
Bob kom på, at de skulle prøve at dobbelttjekke deres udtryk ved at indsætte et post nummer, og så 
sammenligne med det, de tidligere havde udregnet manuelt. Her opdagede de, at der var noget galt. De 
arbejdede begge to og kom med gode ideer og ræsonnerede sig til sidst frem til, hvordan udtrykket skulle 
være. Dette ses Figur 24. 
 
Figur 24 Udtryk til at udregne den anden del af ruten. 
Herefter indskrev de udtrykket i MathCad (se Figur 25). 
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Figur 25 Anden del af udtrykket til at beregne distancen indskrevet i MathCad. 
Så ændrede de værdien for p til henholdsvis 1, 8 og 18, og nedskrev de tre distanceresultater (se Figur 26). 
 
Figur 26 De to afstande lægges sammen, og dermed udregnes den samlede distance. Herefter udregner de distancen for 
henholdsvis post 1, post 8 og post 18. 
Katrine ”Skal vi seriøs gøre det her for alle punkter?” 
Bob ”Må jeg ikke prøve at lave en graf for det? For så kan vi også se… Jeg ville umiddelbart tænke, 
at vi bare kan aflæse grafen og så se… ” 
Herefter definerede Bob en funktion i MathCad, der viste distancen som en funktion af postnummeret, og 
tegnede grafen for funktionen op. Her skrev de først x som input til x-aksen, men efter lidt lærertips fik de 
ændret det til p. Dette ses på Figur 27. At grafen ikke viser noget skyldes, at variablen p tidligere var blevet 
defineret til værdien 18 i MathCad-dokumentet. 
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Figur 27 Første forsøg på at se grafen for total(p). 
Bob ”Øhhh” 
Henrik ”Har p en værdi? Prøv bare at skrive p=” 
Katrine ”Lige nu har vi sat den til 18.” 
Bob ”Det er da vist det man ikke må, tænker jeg.” 
 
Her fik Bob og Katrine en udfordring omkring variabelbegrebet, i dét deres variabel p nu ikke længere var 
en variabel, men var blevet til en konstant med værdien 18. Den sidste kommentar fra Bob viste, at han 
godt nok var klar over, at man ikke kan få vist den ønskede graf, hvis man har defineret variablen til en 
værdi. Men vi vurderede, at denne forståelse kun gik i retningen af at ”Så virker det ikke” i stedet for ”Når 
variablen er defineret, så er det blevet til en konstant, og er dermed ikke længere variabel”. 
 
Herefter blev Bob og Katrine opfordret til at flytte funktionsudtrykket og grafen over i et nyt MathCad 
dokument for at komme ud over den allerede definerede variabel p. Dette gav med det samme resultat 
som det ses på Figur 28. 
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Figur 28 Funktion med tilhørende graf, indtastet i MathCad. 
Katrine ”Se, så kan du finde tangentens hældning hvor den er der [peger på bunden af grafen].” 
Bob ”Det med at finde tangenthældning kan jeg ikke finde ud af. Der er jeg lidt fortabt.” 
Katrine ”Så er det jo godt at jeg har mine notater.” 
Katrine fandt herefter sin mappe med noter fra matematikundervisningen frem, og fandt hurtigt emnet 
differentialregning, og hvordan man finder maksimum og minimumspunkter for funktioner. 
Tina ”Bob, er du med på, at der er en vandret tangent?” 
Bob ”Ja, jeg er med på, at der er en vandret tangent, men udregningen er jeg ikke med på.” 
Katrine ”Så skal man bare lige bruge sådan en enkelt formel. Man skal først finde differential-
kvotienten, og så sætter man den bare til 0, fordi den er vandret. Og vores hedder så 
total´(p)… ” 
Herefter indskriver Katrine den ”magiske” formel for at finde vandret tangent. Dette ses på Figur 29. 
 
Figur 29 dx betyder faktisk noget... 
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Her så vi, at hverken Katrine eller Bob var klar over, hvad dx står for. I Katrines notater var det 
regneeksempel, hun havde fundet, med variablen x, og derfor blev det til 
𝑑
𝑑𝑥
 da der skulle differentieres. 
Selve 
𝑑
𝑑𝑥
 så Katrine som ”symbolet for at differentiere en funktion”. 
 
Tina ”I har lavet en elementær fejl her. I har lavet den en gang tidligere i dag, da i tegnede grafen 
op. Hvad er det der står i parentesen her [peger på total´(p)]” 
Bob ”Der skal stå dp derunder…” 
Katrine ”Hov…” 
Herefter fik de udregnet hvor den vandrette tangent lå (se Figur 30). 
 
Figur 30 Efter dx er rettet til dp, findes det optimale postnummer. 
Katrine ”Så er det ved post nummer 14!” 
Tina ”Hold da op… og hvad er længden så?” 
Katrine ”Skal vi finde ud af det eller hvad?” 
Bob ”Så går vi bare tilbage og sætter 14 ind i formlen.” 
 
Her viste Bob, at han var helt med hvordan funktionen og variablen var defineret, og havde styr på hvordan 
man let kunne indsætte en værdi på variablens plads i funktionen, for derefter at udregne værdien. Han var 
også klar over, at man skal tilbage til den oprindelige udifferentierede funktion, hvilket mange elever ellers 
har problemer med at huske. 
 
Katrine ”Nu kan jeg se at Tina er glad. Det kan jeg se på hende. Hun smiler over hele  ” 
Tina ”Hvis I kunne placere en post hvor på linjen I ville, kan I så placere den et sted, hvor ruten ville 
blive endnu kortere end ved post 14?” 
Katrine ”Nej, for så ville resultatet have været et kommatal!” 
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Her viste Katrine, at hun faktisk havde forstået, hvad det var, de regnede på, og at det at deres resultat var 
et heltal, betød; at hvis det optimale sted havde ligget mellem to poster, ja så ville det have vist sig i 
resultatet som et decimaltal. 
 
Bob ”Det forstår jeg ikke…” 
Katrine ”Jo, for hvis en post havde været mellem de her to punkter, så ville udregningen have været et 
kommatal. Det gør den ikke. Den ligger lige præcis på et punkt.” 
Bob ”Arh, nu forstår jeg.” 
 
Intervention 1, Konklusion 
Vi oplevede i denne intervention, at Bob helt klart var den, der havde løsningsstrategierne, overblikket og 
den matematiske forståelse at trække på, imens Katrine fulgte Bob; ikke blindt, men Katrine gjorde brug af 
Bobs begrundelser og det gav mening for hende. Det eneste tidspunkt i interventionen, hvor Bob var blank, 
var da de skulle beregne, hvor den vandrette tangent var på den funktion, de havde fået opskrevet; Her tog 
Katrine sine fine noter fra matematikundervisningen frem, og hun kunne hurtigt bladre frem til et relevant 
sted, hvor hun så kunne vise Bob, hvad man skulle gøre. I den situation viste Katrine igen, at meget af 
hendes matematikviden er instrumentiel; hun forbandt ”finde vandret tangent på funktion” med emnet 
differentialregning, og grundet hendes omhyggelige notattagning, og systematiske opbevaring af disse i et 
overskueligt og emneinddelt mappesystem, kunne hun fremdrage eksempler på tidligere regnede opgaver 
til det. Men, hun kunne ikke forklare Bob hvorfor ”værktøjet” virkede, og hun havde ikke forståelse for dx. 
Efter intervention 1 blev begge elever spurgt om, hvordan de havde oplevet interventionen, og begge var 
meget begejstrede. Især Katrine følte, at hun havde lært meget og været del af et velfungerende 
gruppearbejde. Katrine sagde blandt andet, at ”Jeg ville aldrig have sat mig sammen med Bob i en gruppe, 
fordi vi plejer ikke at arbejde sammen”. Vi kunne også iagttage, at samarbejdet mellem de to elever foregik 
”professionelt” og med respekt for hinanden; professionelt fordi de hele tiden havde fokus på at løse 
opgaven, og trak på hinandens evner og kompetencer, frem for at snakke om fester og fritid, hvilket tit 
bliver underemnet i gruppearbejder. Bob udtalte bl.a. at de tit var blevet opfordret til at finde sammen med 
personer, som var anderledes, end de selv er, når de skulle lave forskellige samarbejder. Han havde aldrig 
fulgt dette råd, men i dag havde han indset, hvad lærerne mente med, at man kan få noget positivt ud af at 
arbejde sammen med en person, som tænker anderledes, end man selv gør. 
I forhold til interventionens formål med at styrke eleverne i symbol- og formalismekompetencen samt 
repræsentationskompetencen, så oplevede vi, at Bob og Katrine fik skrevet 
𝑑
𝑑𝑥
 da de skulle differentiere 
udtrykket med variablen p. Men de indså, at x’et ikke bare var en del af ”symbolet” for at differentiere, 
men henførte den variabel, der skulle differentieres i forhold til. Derudover havde Bob selv lyst til involvere 
en graf i opgaveløsningen, da han var klar over, at den kunne bidrage med vigtig information. Dette indså 
Katrine også, efter at grafen var tegnet. 
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Vi havde nu set, at eleverne var blevet løftet i forhold til deres matematiske kompetencer inden for 
variabelbegrebet og problembehandlingskompetencen ved opstilling af funktionsudtryk ud fra modellen af 
posten i orienteringsløbet, repræsentationskompetencen i forbindelse med opstilling af funktion, punkter 
og graf samt ræsonnementskompetencen i forbindelse med deres indbyrdes diskussioner og forklaringer. 
 
Intervention 2 
I det første interventionsforløb var der blandt andet fokus på symbol- og formalismekompetencen. Denne 
kompetence ønskede vi igen at have fokus i dette andet forløb; både for at se om eleverne havde flyttet sig 
siden det første interventionsforløb, men også for at styrke kompetencen endnu mere. Derudover ønskede 
vi problembehandlingskompetencen og ræsonnementskompetencen styrket, gennem elevernes arbejde 
med og indbyrdes kommunikation om at løse opgaven. 
Selve interventionen var bygget op over en modelleringsopgave, som Katrine og Bob ligesom ved 
intervention 1 skulle løse i fællesskab. De skulle tænke højt, så de samlet kunne komme igennem opgaven. 
Opgaven var taget fra (Galbraith & Stillman, 2006, s. 151), og oversat til dansk. Opgaven ses i sin helhed i 
Appendiks Intervention 2: Skud på mål, på side 155.  
Opgaven går ud på, at eleverne skal finde frem til det sted på en langside af en fodboldbane, hvorfra man 
kan skyde imod målet med den størst mulige åbningsvinkel. Eleverne havde forud for interventionen ikke 
fået noget at vide om, hvad de skulle lave, og dermed havde de heller ikke forberedt sig. 
 
Figur 31 Skitse af opgaven til intervention 2 
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Eleverne læste opgaven igennem og forstod umiddelbart, hvad de skulle. Vi bekræftede, at de havde 
forstået opgaven korrekt, og at de ikke skulle tage hensyn til en evt. målmand, hvorefter de gik i gang. 
Bob ”Min første indskydelse er, at jo længere væk fra målet, de skyder, jo større er vinklen. Om det 
er rigtigt, ved jeg ikke. ” 
Eleverne måler vinklerne på de to optegnede skudplaceringer og indser, at det ikke er rigtigt. 
Katrine ”Hvad tænker du, Bob?” 
Bob ”Pythagoras” 
Katrine ”Pythagoras bruger du kun ved retvinklede trekanter” 
Bob ”Ja, men hvis vi siger, at den trekant, vi måler, er denne side dér og denne side dér, så har vi en 
ret vinkel, og vi har to sider. Så har vi denne side dér [peger på den skrålinje fra punktet på 
langsiden til venstre målstolpe]. Så har vi én side, og vi har målet på kassen [målet]; så har vi to 
sider. Så burde vi kunne bruge trigonometri til at finde vinklen. Men ved trigonometri sidder 
jeg virkelig fast… der står jeg helt af.” 
Bobs fremgangsmåde gik ud på, at de ud fra et valgt punkt på langsiden optegnede en retvinklet trekant. 
De kendte længderne på kateterne ud fra punktets placering på langsiden, og han ville i første omgang 
måle med lineal på tegningen for at få katetelængden på den side af trekanten, som lå sammenfaldende 
med banens baglinje. De havde nu en vilkårlig trekant, hvor de kendte to sider, som var den skrå 
sidelængde til venstre og målets bredde.  
Katrine fandt de trigonometriske formler i sine notater. Hun var i tvivl om, hvilken formel de skulle anvende 
til at udregne den manglende side. 
Katrine ”Hmm, så kan vi bruges sinus – nej… for vi har stadig ingen vinkel. Vi har denne side og denne 
side, vi mangler stadig denne der [Katrine peger på den skrå linje fra det valgte punkt til højre 
målstolpe]. Vi har cosinusrelationerne. Henrik, er det ikke med den, at man kan finde en side 
uden at have en vinkel? Eller skal man have en vinkel?” 
Henrik ”Man skal bruge en vinkel, hvis man skal finde en side; men man kan også finde vinklen, hvis 
man har siderne.” 
Bob  ”Vi har i hvert fald to sider. Vi kan bruge de to sider til at finde vinklen med. Så må vi kunne 
bruge vinklen til at finde den sidste side med.” 
Katrine pegede på formlen med cosinusrelationen. 
Katrine ”Hvordan vil du finde vinklen med denne der? ”  
Katrine pegede igen på formlen, som indeholdt tre sidelængder og en vinkel. Så var det jo ikke nok, at de 
kendte to af sidelængderne. 
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Bob indså at man kunne udregne denne sidste sidelængde, som er bredden af målet, ved at sige 
90−7,32
2
, og 
at den side, de i første omgang havde målt med lineal, kunne udregnes som 
90−7,32
2
+ 7,32. 
Bob ”Så prøver jeg lige noget.” 
Bob ”Vi kan lave et forsøg, hvis vi sætter en prik et vilkårligt sted. Så har vi to sider og kan bruge 
Pythagoras, f.eks. ved 80 m.” 
Katrine ”Her er mit notat. Hvad synes du, vi skal starte med?” 
Bob ”Vi kan starte med at placere et punkt 50 m oppe. Vi har ikke fået noget oplyst om målene 
på placering af den røde prik, så må vi bare gøre nogle ting.” 
Katrine ”Må vi godt bare foretage nogle valg?” 
Katrine forsøgte at interpolere et målestok på figuren, for at kunne vurdere, om 50 m er realistisk i forhold 
til det optegnede, og det var det (se Figur 32). 
 
Figur 32 Optegning i forbindelse med udregning af vinklen for placering af skud 50m fra hjørnet 
 
Bob udregnede de skrå længder ved hjælp af Pythagoras (se Figur 33 og Figur 34). 
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Figur 33 Optegning af retvinklet trekant for udregning af den skrå længde på hver side af målet 
 
 
De anvendte MathCad til at udføre beregningerne: 
 
Figur 34 Udregninger af de skrå længder 
 
Katrine ”Nu kan vi bruge cosinusrelationer. Nu er det den røde trekant, vi kigger på, og det er en 
vilkårlig trekant.” 
Bob ”Det er en vilkårlig trekant, er det ikke?” 
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Henrik ”Hvordan kommer den i denne kategori?” 
Bob ”Den er ikke ligebenet, og den er ikke retvinklet og ikke ligesidet.” 
Katrine fandt cosinusrelationen og skitserede og skrev (Figur 35). 
 
Figur 35 Optegning af trekant og anvendelse af cosinusrelation for beregning af vinklen 
Det tog noget tid for eleverne at bruge formlen korrekt, og hverken Katrine eller Bob kunne umiddelbart 
huske, hvad de skulle gøre ved talværdien de beregnede på Figur 35. Det gav 23,47 grader. Det kunne ikke 
passe fandt de ud af.  
Katrine ”Det kan ikke passe, vi kunne udregne alle vinklerne i trekanten og derved se, om vi har regnet 
rigtigt.” 
Det var en udfordring at anvende lommeregneren korrekt, så de anvendte i stedet MathCad. 
Bob ”Skal vi ikke oprette et MathCad-dokument, for jeg tænker, at vi ligesom sidst skal ende med 
at lave en ligning for det?”  
De fik efterfølgende ved indtastning udtrykket vist på Figur 36. 
 
Figur 36 Brug af MathCad til at beregne vinklen 
Katrine ”Kan det passe dette her? Skal jeg ikke skrive acos?” 
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Henrik ”Jo, hvorfor skal du det?” 
Bob ”Acos er det samme som cos-1.” 
Henrik ”Hvornår bruger man det?” 
Katrine ”Det ved jeg faktisk ikke, det plejer jeg bare at gøre.” 
Henrik ”Hvad hedder udtrykket, hvis du går tilbage til cosinusrelationen? Der har I, at cosinus til 
vinklen er lig med det udtryk, som I har stillet op og udregnet.” 
Katrine ”Jeg forstår ikke, hvad du spørger om.” 
Henrik ”Hvor kommer acos ind i billedet?” 
Katrine ”Det er bare sådan noget, man skal skrive i MathCad.” 
Tina ”Men hvorfor skal man skrive det?” 
Katrine ”Fordi at det er smart.” 
Tina ”Hvad er det, at det udtryk, I har stillet op og beregnet er lig med?” 
Katrine ”Det er vinklen.” 
Tina ”Er det, hvad står der på den anden side af lighedstegnet i ligningen?” 
Katrine ”Det er ikke grader, det er radianer.” 
Tina ”Må vi se den formel, du skrev ned efter? Hvad er det tal, som I har udregnet, lig med?” 
Katrine ”Cos(A)” 
Tina ”Hvad er så vinklen?” 
Katrine ”A” 
Tina  ”Ja, og det er den, som man får med acos eller cos-1. Det er den omvendte funktion til cosinus.” 
Katrine udregnede vinklen til målet for det aktuelle punkt til 4,4 grader (se Figur 37). 
 
Figur 37 Udregning af vinklen med den omvendte funktion til cosinus 
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Vi gjorde en del ud af snakken om den beregning af vinklen, fordi at Katrine havde givet udtryk for, at hun 
ikke forstod hvad hun gjorde, når hun brugte acos. Vi vurderer her, at brugen af MathCad kan være skyld i 
forvirringen, fordi at Katrines forståelse for, at der findes en omvendt funktion til cosinus, kan være 
forsvundet med brugen af CAS; På lommeregneren er funktioner og deres omvendte ofte placeret på 
samme tast. Når man bruger cos funktionen på lommeregneren, står der cos-1 ovenover tasten, og dermed 
bevidstgøres man om sammenhængen imellem disse funktioner. 
Bob og Katrine begyndte herefter at diskutere og forstå det, som de havde lavet.  
Katrine ”Vil I gerne have, at vi laver en funktion?” 
Tina  ”I skal i hvert tilfælde på en eller anden måde have fundet ud af, hvorfra det er mest smart at 
affyre bolden?” 
Bob ”Ja, og med mindre vi gider skrive det ind hver eneste gang, så skal vi finde en formel for det.” 
Katrine ”Så må du lige brillere der, Bob, for det kan jeg ikke finde ud af.” 
Katrine ”Det må skulle være noget med, at det er denne her, vi rykker på.” 
Katrine pegede på afstanden fra hjørnet til punktet. Bob optegnede på papir en retvinklet trekant abc, som 
han efter overvejelser optegnede med de traditionelle benævnelser. Dermed blev c hypotenusen, således 
at bogstaverne passede med de benævnelser de gav længderne i de tidligere udregninger. Dette ses på 
Figur 38. 
 
Figur 38 Figur og formler for beregning af hypotenuserne ide retvinklede trekanter 
 
Bob ”Vi har vel kun brug for én b-værdi? a og a1 er konstante hhv. 41,34 og 48,66, for de ændrer 
sig ikke.” 
Katrine ”Nej, de er ligesom ved den første udregning.” 
Bob ”Så har vi b-værdien, som vi ændrer. Det er c, vi skal finde.  
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𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 og 𝑐1
2 = 𝑎1
2 + 𝑏2. Skal vi prøve at skrive det ind i MathCad?” 
De forsøgte at definere 𝑐2 𝑜𝑔 𝑐1
2, men MathCad protesterede (Figur 39): 
 
Figur 39 Forsøg på at definere c2 og c12 
Katrine ”Jeg tænkte det nok. Det kan programmet ikke.” 
Bob ”Så må vi bruge fed lighedstegn.” 
Henrik ”Kunne I undgå at lave den definition. Hvad er det, der går galt der? Hvad er det, 
programmet ikke vil gøre?” 
Katrine ”Man kan ikke definere c2.” 
Henrik ”Kunne I få i anden væk?” 
Bob ”Så skulle vi tage kvadratroden fra starten af.” 
De definerede herefter c-værdierne ved kvadratrødder, samt de kendte talværdier. b-værdien var defineret 
til 50, hvorved de kunne kontrollere, at det stemte med den udregning de havde lavet tidligere (se Figur 
40). 
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Figur 40 Definition af variable og konstruktion af formler 
Bob ”Så virker det. Så skal vi bare ændre på b-værdien, så får vi vinklen. Prøv at skrive c=” 
Katrine ”Hvad er c lig med?” 
Bob ”Det får vi udregnet, når vi ændrer b. Prøv at definere b og skriv c = og c1 =. Det vil altid være A 
vinklen, vi får udregnet, så vi skal ikke til at bruge tre forskellige indviklede formler.” 
Katrine ”Skal jeg så skrive de nye tal ind i formlen? Hvad er det for en c-værdi, jeg skal skrive ind?” 
Bob ”Det er faktisk et godt spørgsmål.” 
Katrine ”Så skal vi til at lave nye værdier – nej vi skriver simpelthen bare tal ind. Hvad gør vi så nu?” 
Bob ”Vi skal have skrevet cosinusformlen ind med variable, så vi kun behøver at ændre på ét tal, så 
retter den det hele for os.” 
Katrine ”Nå det vil du gerne have, at vi gør.” 
Bob ”Ja, for jeg skal være ærlig og indrømme, at jeg ikke ved, hvordan vi finder den største vinkel 
ved bare at lave udregninger.” 
Katrine ”Vil du så kalde den (variable) b?” 
Bob og Katrine samarbejdede nu om at få opstillet et funktionsudtryk for beregning af vinklen, ud fra 
cosinusrelationen med de benævnelser, som de har givet sidelængderne i deres optegnede trekanter. Der 
var en del at holde styr på, da der var såvel de to udregninger med Pythagoras samt cosinusrelationen. De 
samarbejdede tæt og endte med udtrykket på Figur 41. 
 
 
 Figur 41 Opstilling af funktionsudtryk for beregning af affyringsvinklen  
Efterfølgende satte de tal ind i formlen for at kontrollere, at den stemte med tidligere udregninger. Der var 
en afvigelse, som Bob vurderede skyldtes afrundinger i de tidligere udregninger. 
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Bob ”Nu har vi en formel, så nu kan vi bare gætte os frem til den optimale afstand ved at ændre på 
b-værdien, hvis vi vil det.” 
Katrine ”Jamen, det kommer jo til at tage lang tid.” 
Bob ”Jeg kan ikke huske, hvordan vi gjorde sidste gang [sidste intervention].” 
Katrine ”Da lavede vi en formel.” 
Bob  ”Da gættede vi da også.” 
Tina ”Hvad er det, I kan ændre på?” 
Bob ”Det er b-værdien.” 
Katrine ”Så er det den eneste, som er ubekendt.” 
Bob ”Det er den eneste variabel, der er.” 
Katrine ”Skal vi til at tegne det ind i en graf igen? Er det det?” 
Henrik ”Det er det.” 
Bob ”Hvordan kommer grafen til at se ud. Har vi dokumentet fra sidste gang, det vil jeg gerne se.” 
De kiggede i deres dokument fra sidste gang. 
Bob ”Åh Jesus dog, hvad har vi lavet?” 
Vi hjalp Bob og Katrine med at huske, hvordan de ved den første intervention fik differentieret en funktion 
og fundet minimum. De fik såvel håndskrevne notater som MathCad-dokument og opgaveteksten. De 
sammenlignede funktionen fra sidst og den de havde nu, herunder hvad de havde kaldt henholdsvis 
funktionerne og den variable.  
Bob ”Vi skal lave en graf over vinklen. Så kan vi se på grafen, hvor vores vinkel er størst.” 
Lang tænkepause... 
Henrik ”I var inde på, at noget varierer og noget ændrer sig” 
Bob ”Det eneste, vi har brug for at ændre på, er vores b-værdi, så vores graf kommer til at hedde 
v(b). Så vores linje kommer til at hedde v(b), fordi at det er vores vinkel i forhold til vores b-
værdi.” 
Tina  ”Måske skulle I prøve at skrive v(b) og så se, hvad I vil skrive i resten.” 
De skrev v(b)= 
Bob ”Vores vinkel i forhold til vores b-værdi, det står der (peger på udtrykket). Kan vi bare sætte 
det ind efter lighedstegnet? Hele det stykke? ” 
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Tina ”Er det ikke sådan, I beregnede vinklen?” 
Bob ”Jo. Hvis det bare er at sætte den ind der, så er det noget simplere, end jeg troede.” 
Tina  ”Det er ikke helt ”bare”, men hvad er det så, der står derinde nu?” 
Katrine ”Der står nogle af de værdier, vi har udregnet.” 
Tina ”Men hvad er disse værdier kommet af?” 
Henrik ”Kan I sige noget om, hvor b optræder?” 
Tina ”F.eks. c, hvordan er den beregnet?” 
Bob ”Det er b, som udregner det hele.” 
Tina ”Og det har I brugt, I har taget det skridt for skridt, nu skal I have det hele sat sammen. ” 
Bob ”a, a1 og a2 er konstante.” 
Tina ”Prøv bare at gå i gang med at skrive formlen op, hvor I udskifter alle ubekendte med noget, 
som er udtrykt ved b.” 
Henrik ”I har defineret jeres c som 𝑐 = √𝑎2 + 𝑏2. Prøv at skrive det ind i stedet for c osv.” 
Tina  ”c er lig med √𝑎2 + 𝑏2. Kan der så ikke lige så godt stå √𝑎2 + 𝑏2 som c? ” 
Bob ”Vil det sige, at vi i stedet for 𝑐2 skriver (√𝑎2 + 𝑏2)
2
?” 
Henrik ”Ja” 
Katrine og Bob hjalp hinanden med at gennemføre processen, så den endelige formel kun indeholdt ikke-
variable tal samt variablen b. De fik lærerstøtte undervejs for at hjælpe til, at de ikke lavede fejl. De ender 
med funktionen og grafen vist på Figur 42.  
 
 
Figur 42 Funktionsudtryk samt grafoptegning for v(b) 
Modellering som løftestang for matematik 
3. semester 
Side 66 
Katrine og Bob lavede i første omgang samme fejl som sidst, hvor de skulle optegne en graf. De fik ingen 
graf, fordi de tidligere havde defineret b. Dette ændrede de ved at bruge b1 i stedet for b. 
Vi talte om at funktionsværdierne er underlige i forhold til det forventede, hvor de jo tidligere havde regnet 
sig frem til en vinkel på knap 5 grader. Vi gjorde opmærksom på, at de vinkler, som beregnes med 
funktionen, var i radianer. Vi fik derfor tal, som var mindre end forventet, men disse kunne omsættes til 
grader, og toppunktet ville være det samme. 
Bob og Katrine betragtede deres løsning fra intervention 1 og fik en idé til, hvordan de kunne komme videre 
med at løse opgaven. 
Henrik ”Prøv at se på grafen fra sidste gang – peg på den - hvad gjorde I og hvorfor?” 
Bob ”Derovre skulle vi finde den laveste værdi, dvs. at de andre var større end den værdi, vi søgte. 
Vi skulle finde den laveste værdi på grafen. Her skal vi finde den højeste værdi.” 
Tina ”Kan du huske, hvordan I gjorde?” 
Katrine ”Ja, det tror jeg lige, du skal vise, Bob, for det kan du godt.” [Katrine lød meget belærende] 
Bob ”Nej øhh – bruger den formel her - en tangent på toppunktet, hvor den er 0.” 
Katrine ”Hvor den tangerer.” 
Tina ”Hvad er det, der er nul?” 
Bob ”Det er hældningen, hvor hældningen er nul.” 
Katrine ”… på tangenten.” 
Katrine ”Det kan du lige få lov til at vise, Bob. Det er næsten det samme, som vi gjorde på den der 
[peger på papiret fra sidste gang]. Er det ikke rigtigt, Tina? ” 
Bob ”Det er da noget – åh Gud – det ved jeg ikke helt, hvordan vi gjorde.” 
Katrine ”Se her – det dér skal du ikke tænke på, det er kun det første, du skal skrive ind.” [Katrine 
peger på de udregninger, som programmet har foretaget i forbindelse med differentiation 
sidste gang]. ”Det er sådan en smart MathCad funktion. ” 
Bob ”Nåh ja, det er, hvor den udregner… det så meget uoverskueligt ud. Nu skal vi bruge v(b), eller 
er det v(b1)?” 
Vi diskuterede det alle og kom frem til, at det skulle være b1, da b stadig var defineret med en talværdi 
højere oppe i dokumentet. De hjalp hinanden med at finde kommandoen for differentiation og anvendte 
denne til differentiation af funktionen. 
Bob ”Det må være d dér, og det er så d af b1.”skriver: 
𝑑
𝑑𝑏1
 
Katrine ”Du skal lige have det dér med.” [peger på funktionen] 
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Bob ”Nåh ja.” 
Bob skrev herefter med kyndig vejledning fra Katrine (se Figur 43): 
 
Figur 43 Bob skriver funktionen ind i MathCads kommando for differentiation med såvel funktionen og den variable og definerer 
udtrykket som v´(b1) 
Katrine ”Hold nu kæft – tryk det ned (på siden), så vi kan få et overblik. ” 
Bob ”Hvis det havde været mig, som lavede det, ville jeg have tænkt: hvad er det dér, det kan jeg 
da ikke huske...” 
Katrine ”Se hvad vi gjorde det [peger på papiret fra sidste gang]. Så går du herhen, og så skriver du.” 
Bob  ”v´(b1) og fed lighedstegn 0.” 
Katrine ”Du kan bruge solve, tror jeg. ” 
 
Figur 44 Ligningen løses med MathCads solve-funktion 
Katrine ”Hvorfor er det, at vi sætter udtrykket lig med nul” [igen belærende over for Bob] 
Bob ”Det er fordi, at vi skal bruge 0-hældning.” 
Katrine ”Så den vinkel, hvor den er størst mulig, den er 44,8.” 
Tina ”Er det vinklen, der er 44,8?” 
Katrine og Bob ”Nej, det er b-værdien” 
De indsatte herefter b:=44,8 i toppen af deres MathCad-dokument og fik (Figur 45): 
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Figur 45 Den største vinkel beregnes med den fundne b-værdi 
 
Bob og Katrine valgte at definere b som den fundne værdi og udregne vinklen med den udregning, som de 
lavede i starten, frem for at indsætte b-værdien i funktionsudtrykket. Vi tolkede dette, som om at det var 
mest naturligt for dem at anvende dét, som de definerede i starten, hvor alle mellemregninger var synlige, 
frem for funktionsudtrykket, som de godt nok selv var kommet frem til, men virkede uoverskueligt. 
Ved spørgsmål fra Henrik om hvorfor de valgte den positive løsning, svarede Katrine og Bob sikkert, at 
løsningen -44,8 ville kunne anvendes, såfremt fodboldbanen måtte anvendes udenfor stregen; Altså bag 
målet. Det viste, at de begge havde en klar forståelse for, hvad det fremkomne resultat viser, og ikke bare 
er ”en negativ værdi der bare skal smides væk”. De har forståelsen for begrundelsen, altså for modellen. 
 
Henrik ”Der var noget sidste gang, som I ikke gjorde forkert denne gang, hvor det kørte helt naturligt 
for jer. Lagde I mærke til det? Da I skulle differentiere brugte I b1, og da I skulle solve, var det 
b1. Kan I huske sidste gang, hvor der gik lidt tid, før I fik gjort det rigtigt?” 
Katrine ”Sidste gang glemte vi, at der ikke skulle så x...” 
Henrik ”Og hvorfor skulle der ikke det?” 
Katrine ”Fordi at det ikke var f(x) eller v(p).” 
Tina ”Og hvad gik der galt med grafen i første omgang?” 
Bob ”Programmet brugte den b-værdi, vi havde defineret længere oppe.” 
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Vi vurderede, at svarene fra Katrine og Bob på de sidste spørgsmål indikerede, at de var blevet mere 
fortrolige med variabelbegrebet. 
 
Intervention 2, Konklusion 
I dette andet interventionsforløb oplevede vi en større grad af jævnbyrdighed imellem Bob og Katrine; hvor 
det suverænt var Bob der havde det matematiske overblik og løsningsstrategier ved første 
interventionsforløb, var Katrine her mere på banen, og bidrog også med relevante løsningsstrategier. Vi ser 
dette som et resultat af, at Katrine må have opnået at få en tro på, at hun har noget i sin matematiske 
”værktøjskasse”, som hun kan tage frem og bruge til at gå i gang med at løse en opgave, selvom hun ikke 
straks kan gennemskue, hvordan opgaven løses hele vejen til resultatet. Katrine har dermed fået styrket sin 
problembehandlingskompetence. 
Vi ønskede i denne intervention, ligesom ved den første intervention, at styrke elevernes symbol- og 
formalismekompetencer. Vi havde hævet niveauet, idet at eleverne her skulle arbejde med flere variable, 
som skulle udregnes og omskrives, således at de endte med kun at have en enkelt variabel. Det gav 
eleverne udfordringer, hvor vi var nødt til at stille dem nogle ledende spørgsmål undervejs for at hjælpe 
dem i mål, men vi følte dog klart, at de var helt med på, hvad der foregik. De trigonometriske formler gav 
også udfordringer. Dette blandt andet beregning af en vinkel med den omvendte funktion af cosinus, hvor 
vi brugte en del tid, da vi ønskede at sikre, at de var helt med på, hvad der foregik. 
Vi oplevede, at elevernes variabelbegrebsforståelse var blevet en smule bedre, idet de var helt skarpe på, 
at når de differentierede deres funktion v(b), så brugte de 
𝑑
𝑑𝑏
, og ikke 
𝑑
𝑑𝑥
 som ved den første intervention. 
Dog så vi også, at elevernes variabelbegreber ikke var helt på plads, da de opererede med √𝑎2 + 𝑏2
2
 uden 
at forkorte udtrykket til 𝑎2 + 𝑏2; så hellere skrive hele udtrykket op… 
Vi så, at elevernes problembehandlingskompetence og ræsonnementskompetence igen blev styrket 
igennem deres indbyrdes kommunikation om at løse opgaven, hvor særligt Katrine gav plads til at Bob 
forstod hvad der foregik, idet hun lod ham gøre det, hun mente, han måtte have lært ved den første 
intervention. 
 
Intervention 3 
I det sidste interventionsforløb ønskede vi at bringe eleverne til at forstå begrebet vektorfunktioner og 
deres anvendelse igennem arbejde med modelleringsopgaver, hvori der indgik beregning af banekurver, 
som krævede anvendelse af dels kinematik fra fysikundervisningen, dels vektorregning, som de tidligere 
havde arbejdet med i både fysik og matematik. Forløbet indeholdt fire delopgaver med progression fra 
opgave 1 til opgave 4, hvor der gradvist blev indført flere parametre.  
Vi havde en forventning om, at eleverne beherskede kinematikken og vektorregning på 
billeddannelsesniveau, og at vi kunne bygge videre ind i næste niveau, som her var vektorfunktioner (Pirie 
& Kieren, 1994). Samtidig forventede vi endnu en styrkelse af variabelbegrebet, idet vi nu skulle arbejde 
med både x(t), y(t) og y(x). 
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Opgaven som eleverne i fællesskab skulle løse, ses i sin helhed i Appendiks 5: Interventionsforløb -
Intervention 3: Banekurver, side 156. 
Første side i opgavematerialet var et kort oprids omkring fysikken ved bevægelse. Dette beskrev hvordan 
ligningen: 𝑠(𝑡) = 𝑠0 + 𝑣0 ∙ 𝑡 +
1
2
∙ 𝑎 ∙ 𝑡2 er fremkommet, samt hvad den siger. Herefter kom første opgave: 
 
Opgave 1, lodret frit fald 
En kugle holdes stille i luften i 2 meters højde, og der gives slip.   
  
1. Opstil en matematisk model (formel) for kuglens bane;  
dvs. kuglens position som funktion af tiden. 
 
2. Beregn hvor lang tid der går, inden kuglen rammer jorden. 
 
 
 
Bob udbrød med det samme ”Åh, det er fysik!”. Katrine og Bob blev enige om, at de skulle bruge formlen: 
𝑠(𝑡) = 𝑠0 + 𝑣0 ∙ 𝑡 +
1
2
∙ 𝑎 ∙ 𝑡2 
Katrine ”Vores s0 er begyndelsespositionen. Den er 2 m.” 
Katrine indlagde et koordinatsystem med y=0 ved jordoverfladen, uden at hun satte ord på det. 
Katrine ”Vores begyndelseshastighed er nul, for det er dér, hvor den starter. Og t – det ved jeg ikke – 
det er jo tiden. Accelerationen der er 9,82, og så gange 𝑡2, men vi har ikke t.” 
Tina ”Skal man have det?” 
Bob ”I det første spørgsmål behøver vi ikke nogle værdier; vi skal bare lave en formel.” 
Katrine skrev udtrykket ind i MathCad, og skrev anvendte de talværdier de fik oplyst [i stedet for at definere 
variabler som s0 og a]. I første omgang med tyngdeaccelerationen med forkert fortegn. Dette ses på Figur 
46.  
Bob ”Prøv lige at lave en graf i MathCad. Jeg vil gerne se den. Vi må få noget, som går direkte 
nedad.” 
De hjalp hinanden med at lave en skalering på akserne, så billedet så rigtigt ud. Grafen pegede opad (se 
Figur 46). 
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Figur 46 Første forsøg på at løse opgave 1.1 
Tina ”Hvilken retning har bolden?” 
Katrine ”Den ryger lige ned.” 
Tina ”Er det det, I ser på grafen?” 
Katrine ”Det er fordi, at den bliver hurtigere i tid. Bolden går opad, fordi at hastigheden bliver 
hurtigere.” 
Tina ”Ser det rigtigt ud?” 
Katrine ”Nej, men det er fordi, at det er en graf.” 
Bob ”Dette er strækningen som funktion af tiden, det er da ikke positionen, er det?” 
Vi talte om retningen af tyngdeaccelerationen, og eleverne resonerede sig frem til, at den var modsat rettet 
af y-aksens positive retning. Derefter tilrettede de udtrykket. Dette ses på Figur 47. 
 
Figur 47 De rettede accelerationen til at være negativ, og skriver selv en tekst på, så de kan huske hvorfor. 
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I næste spørgsmål skulle de finde hvor lang tid der gik inden kuglen ramte jorden. Katrine foreslog, at de 
bare skulle isolere tiden t i deres ligning: 𝑠(𝑡) = 2 +
1
2
∙ −9,82 ∙ 𝑡2, mens Bob foreslog, at de skulle finde 
hvornår s(t)=0. 
Katrine skrev ind i MathCad som vist på Figur 48. 
 
Figur 48 Bob og Katrine finder tiden hvor kuglen er i luften. 
 
Adspurgt om hvilken af de to resultater som de fik, der gav mening, var Bob helt klar på, at det kun var den 
positive værdi, da tiden ikke kunne være negativ. Dette viser, at Bob har styr på virkeligheden i forhold til 
matematikken – eller rettere, hvilke begrænsninger deres model har i forhold til virkeligheden. 
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Den næste opgave lød: 
Opgave 2, lodret frit fald med lodret begyndelseshastighed 
En kugle kastes lodret op i luften fra 2 meters højde med  
begyndelseshastigheden 𝑣0 = 20
𝑚
𝑠
 
 
  
1. Opstil en matematisk model (formel) for kuglens 
bane; dvs. kuglens position som funktion af tiden 
 
2. Beregn hvor lang tid der går, før kuglen når 
toppunktet 
 
3. Beregn kuglens topposition 
 
4. Beregn hvor lang tid der går, inden kuglen rammer 
jorden 
 
Katrine så, at modsat den forrige opgave, var v0 ikke længere 0, men var her 20. Hun indskrev så i MathCad 
som vist på Figur 49: 
 
Figur 49 Løsning af opgave 2.1 
Det virkede til, at Katrine havde taget styringen i dette interventionsforløb. Bob sad mere passivt og 
kiggede på Katrines PC skærm, mens Katrine skrev ind og forklarede. Bob kom af og til med nogle gode, 
relevante input og forklaringer. Ved løsning af opgave 2.2 ville Katrine finde toppunktet ved at differentiere 
s(t) og løse s’(t) = 0. Bob foreslog at lave en funktion v(t) og finde ud af, hvornår hastigheden er nul. Katrine 
gjorde lidt modstand, men gik med til at løse den, som Bob foreslog. 
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Figur 50 Beregning af tid til toppunkt 
De fandt en t-værdi og satte denne ind i funktionen s(t).  
Katrine ”Det var også det, jeg ville have gjort efter at have løst f´(x)=0.” 
 
Katrine følte her, at hendes i øvrigt rigtig gode løsningsstrategi, var blevet fejet lidt for hurtigt af bordet af 
Bob. Bob havde i de tidligere interventionsforløb givet udtryk for, at han ikke forstod differentialregning, og 
af den samme grund, kunne han sandsynligvis ikke forstå Katrines idé med at bringe det i spil her. 
 
Ved løsning af opgave 2.3 fik eleverne rodet lidt rundt med funktionen i MathCad. Deres mål var, at 
indsætte den t-værdi, som de i opgave 2.2 havde fundet, i funktionen for udregning af strækning. Dette ses 
på Figur 51. Det lykkedes dem dog at få skrevet det rigtigt, så toppunktshøjden (s2) kunne beregnes. 
 
Figur 51 Forsøg på at beregne hvor højt toppunktet ligger. Bemærk, at de sammenblander eksakte tal og egentlig funktioner. 
 
Det der skete ved løsning af opgave 2.3, og som ses på Figur 51, vurderer vi, er et udtryk for, at Katrine og 
Bob ikke er helt fortrolige med MathCad i forhold til selve variabelbegrebsforståelsen. Dog havde Bob i 
intervention 1 selv vist, hvordan man kunne definere en funktion, for derefter at indsætte en talværdi som 
den variable, og få udregnet et resultat (side 53). 
 
Ved løsning af opgave 2.4, hvor de skulle beregne, hvor lang tid der går, inden kuglen rammer jorden, 
betragtede de kuglen fra den står stille i toppositionen. De beregnede herefter den tid, der ville gå, fra 
kuglen var i toppunktet, til kuglen ramte jorden. Denne tid lagde de sammen med tiden beregnet i opgave 
2.2. Facit var korrekt, men fremgangsmåden var ikke den, vi havde forestillet os, at de ville bruge. Vi havde 
forventet, at de ville være gået tilbage til formlen for s(t) fra opgave 1.1, og beregne tiden med denne, ved 
at løse s(t) = 0. Figur 52 viser deres løsning. 
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Figur 52 Den samlede tid beregnet som tiden fra start til toppunkt, samt fra toppunkt til ramme jorden 
 
Opgave 3, banekurve med vandret begyndelseshastighed 
En kugle affyres vandret med begyndelseshastigheden 𝑣0 = 15
𝑚
𝑠
  i en højde på 1,5 meter over jorden  
 
 
1. Opstil en matematisk model (formel) for kuglens bane (position) som funktion af tiden, i hhv. x-
retningen og y-retningen 
 
2. Indtegn kuglens bevægelse i et koordinatsystem 
 
3. Beregn hvor lang tid der går, før kuglen rammer jorden 
 
4. Beregn kuglens position i x-retningen, når den rammer jorden 
 
Tina ”Hvad er forskellen på denne opgave og opgave 2?” 
Katrine ”At den har en hastighed vandret.” 
Tina ”I skal derfor nu lave to funktioner, x(t) og y(t).” 
De hjalp hinanden med at opstille funktionerne. Deres løsning ses på Figur 53. 
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Vi vurderede, at det var fysikdelen samt vektoriseringen af bevægelsen, som gav de største udfordringer. 
 
 
Figur 53 Opdeling i x- og y-retning 
 
I opgave 3.2 skulle funktionerne indtegnes. Hverken Katrine eller Bob havde tidligere indtegnet 
vektorfunktioner i koordinatsystemer i MathCad. 
Katrine ”Kan mit MathCad godt det?” 
Tina  ”Prøv at indsætte et koordinatsystem.” 
Tina ”I vil gerne have positionen i x-retningen ud ad x-aksen, ikke?” 
Bob ”Skriver vi så bare sx her og sy her? [peger på akserne]” 
Bob ”Jeg vil bare tænke at den [MathCad] siger: ’Hov hov, du har ikke skrevet noget t nogen 
steder!’.” 
Figur 54 og Figur 55 viser hvordan det lykkes dem at få optegnet banekurven for kuglen i MathCad.
 
Figur 54 Optegning af strækning som funktion af tiden 
 
Figur 55 Optegning af banekurven 
 
Til opgave 2.3, hvor de skulle finde hvor lang tid det tager før kuglen rammer jorden, sagde Katrine 
Katrine ”Altså, hvis jeg nu gjorde det her i Geogebra, så ville jeg sætte den her graf ind, og så ville jeg 
sætte en funktion ind i min graf der hedder f(x)=0, og så skærer den der, og så vil jeg finde 
skæring mellem to linjer.” 
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Tina ”Er det f(x) i arbejder med her?” 
Katrine ”Nej, så vil jeg sige sx(t)=0.” 
Tina ”Kan du så ikke bare gøre det?” 
Katrine ”Kan man bare det? Kan man det Bob? Var det det vi gjorde i den tidligere opgave?” 
Tina ”Hvad er det der er 0 når kuglen rammer jorden?” 
Katrine ”S(x)? Nej, det er strækningen af tiden! Positionen af tiden!” 
Tina ”Positionen i hvilken retning?” 
Bob ”y-retningen.” 
Katrine ”Så vi skal faktisk tage den der formel [𝑠𝑦(𝑡) = 1.5 +
1
2
∙ −9.82 ∙ 𝑡2], og sætte lig 0 og finde t?” 
Herefter indskrev de i MathCad, og fandt tiden (se Figur 56). 
 
Figur 56 Udregning af tiden kuglen er i luften. 
 
Vi så igen her, at Katrine havde en løsningsstrategi (”hvis det nu var Geogebra”), men hun havde alligevel 
svært ved at få det ført helt igennem til en løsning i MathCad, på trods af, at hun/de få minutter tidligere 
havde gjort nøjagtigt det samme i opgave 2.4.  
 
I opgave 3.4 skulle de beregne hvor langt kuglen når ud når den rammer jorden. 
Katrine ”Så gør vi bare det samme, med den anden position. Er det ikke rigtigt?” 
Tina ”Ja, næsten…” 
Bob ”Vi kan da ikke sætte sx=0?” 
Tina ”Hvad er klokken når den rammer jorden?” 
Katrine ”Hvad klokken er???” 
Bob ”Hvad tiden er. Det er de 0,55 som vi lige har udregnet.” 
Katrine ”Guuud… Skal vi bare lige sige 15 gange den tid vi lige har fundet? Det var da smart.” 
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Herefter fandt de nedslagsstedet, ved at indsætte de 0,55 sekunder i funktionen for sx(t). Dette ses på Figur 
57. Her ses også, at de lykkelig havde glemt, hvad det egentlig var, de var ved at beregne: ”tiden er 8,25”, 
selvom det drejer sig om en afstand… 
 
Figur 57 Indsætte den beregnede tid som variabel i funktionen. 
 
Opgave 4, det skrå kast 
En kugle affyres skråt med begyndelseshastigheden 𝑣0 = 23
𝑚
𝑠
 . Affyringsvinklen er 60° i forhold til vandret.  
 
1. Opstil en matematisk model (formel) for kuglens bane (position) som funktion af tiden, i hhv. x-
retningen og y-retningen 
 
2. Indtegn kuglens bevægelse i et koordinatsystem 
 
3. Beregn hvor lang tid der går, inden toppunktet nås? 
 
4. Beregn hvor lang tid der går, inden kuglen rammer jorden 
 
5. Beregn kuglens position i x-retningen, når den rammer jorden 
 
6. Opstil en funktion y(x) ud fra x(t) og y(t). Indtegn grafen for y(x) i koordinatsystem og sammenlign 
med grafen optegnet spørgsmål 2. 
 
 
𝑣0 = 23
𝑚
𝑠
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Katrine ”Det er det skrå kast! Det er ligesom at være tilbage til mat-fys ugen… [studieretnings-
introduktionsugen for matematik/fysik studieretningen]”. 
Katrine er på teknologistudieretningen, hvor matematik og fysik er på B-niveau. Med hendes udbrud 
omkring opgaven viste hun sin manglende fornøjelse for fysik på noget, som minder om A-niveau… 
Katrine ”Så gør vi bare det samme som før. Før skrev vi 1,5 fordi det var vores højde, men vi har ikke 
nogen højde her. Hov, der står hmax. Den starter jo fra 0, så der [ved s0] skriver man jo 
ingenting. Det giver jo helt sig selv. Så tager vi vores lille formel her [ 𝑠𝑦(𝑡) = 1.5 +
1
2
∙ −9.82 ∙
𝑡2 ]. Vores v0 er 23…” 
Tina ”Er det i y-retningen at v0 er 23 
𝑚
𝑠𝑒𝑘
?” 
Katrine ”y, det går opad.” 
Tina ”Hastigheden, den er en vektor.” 
Katrine ”Bob, er du god til vektor?” 
Bob ”Nej” 
Herefter fulgte en opsummering om, hvordan man kan opdele en vektor i komposanter, samt hvordan man 
regner længder i retvinklede trekanter med sin, cos og tan. Dette var forholdsvis langt væk i elevernes 
hukommelse. 
På dette tidspunkt virkede især Katrine til at have fået nok af interventionsforløbet. Der var gået ca. en 
times tid på dette tidspunkt, og antallet af successoplevelser havde ikke været de store, så vi vurderede, at 
hun var begyndt at føle sig ”dum”. Men det lykkes at få opskrevet udregningen til opløsning af v0 i x- og y-
retningen (se Figur 58).  
Katrine ”Forstår du det, Bob?” 
Bob ”Det er bare det der sinus og cosinus jeg kløjs rundt i hele tiden.” 
Katrine ”Det skal du lade være med at tænke på. Det betyder overhovedet ikke noget!”  
Tina ”Så har i en hastighed i x-retningen og i y-retningen.” 
 
Figur 58 V0 i henholdsvis x- og y-retningen er beregnet. 
Katrine ”Jeg fatter ikke hvad vi skal bruge det her til. Men nu gør jeg det fordi du siger det.” 
Henrik ”Er I med på, at i den tidligere opgave regnede I først i x-retningen og bagefter i y-retningen, 
og når I nu skal til at gøre det samme her, så fordi at det hele ikke foregår i enten x- eller y-
retningen, så bliver I med hastigheden nød til at sige, hvor meget af det bidrag…” 
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Katrine ”Men hastigheden. Hvad for en er det af dem? [peger på 19,9 og 11,5 fra Figur 58].” 
 
Katrine har ikke forstået, at man bare kan dele hastigheden op i to retninger. Selvom de lige har regnet 
længderne på de to kateter i en retvinklet trekant med en vinkel på 60˚, ser hun slet ikke at det har noget 
med hastighed at gøre… 
 
Henrik ”Hastigheden er v0. Altså begyndelseshastigheden.” 
Katrine ”Nårh, så når jeg nu skal til at skrive det her ind, så siger vi, at min begyndelsesposition er 0, så 
der skriver vi ingenting. Vores denne-her [peger på v0y på Figur 59] i y-retningen har vi lige 
fundet ud af er 19,9. Så står der gange t. Skal jeg have det med også?” 
Tina ”Ja…” 
Katrine ”Så er der denne her [sx1(t) på Figur 59]. Begyndelsespunktet er vel stadig 0 eller hvad… Vore v-
tingeling giver 11,5…” 
Katrine fik indskrevet begge funktionsudtryk, som det ses på Figur 59, og fik også tegnet kurven på Figur 60. 
 
 
Figur 59 Opstilling af udtryk i x- og y-retning  
Figur 60 Den tilhørende graf der viser banekurven 
 
Da de kom til opgave 4.3 udbrød Katrine: 
Katrine ”Undskyld, er det ikke bare fuldstændig det samme som før? [i en let sur tone]” 
Bob ”Det er bare en masse spørgsmål, der bliver gentaget på forskellige måder.” 
Katrine ”Den opgave har vi lavet før. Find den Bob. Beregn kurvens toppunkt. Det er 2’eren.” 
I stedet for at forsøge at løse opgaven ud fra det de lige havde tilegnet sig af viden, søgte de efter en 
tidligere opgave som de direkte kunne copy-paste. De fandt opgaven, og ændrede værdierne. Her ville de i 
første omgang skrive 23 som v0… 
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Tina ”Hvorfor var det at I splittede v0 op i to?” 
Bob ”Det er de 19,9 vi skal bruge.” 
Katrine ”Men der står jo ikke at vi skal regne i y-retningen?” 
Bob ”Nej, men så længe vi regner på noget der skal bevæge sig opad…” 
Herefter fik de løst opgaven som det ses på Figur 61. 
 
Figur 61 Beregning af tid før toppunkt nås 
Herefter ville Katrine have vished for, at tiden, de lige havde beregnet, virkelig var den rigtige. Hun foreslog 
selv, at hun kunne lave en graf, hvor tiden var hen ad x-aksen i stedet for den banekurvegraf, som de lavede 
i opgave 4.1. Efter lidt samtale fik Katrine indskrevet positionsfunktionerne med det nyligt udregnede 
tidspunkt som t-variabel (se Figur 62), og hun kunne herefter acceptere resultatet. 
 
Figur 62 Tiden det tager inden kuglen rammer jorden beregnes 
I opgave 4.4 sidder de længe og kan ikke komme i gang. 
Henrik ”Hvad gælder der når kuglen rammer jorden?” 
Bob ”Hastigheden v er 0.” 
Henrik ”Ja. Men ulempen er, at funktionen for v(t) ikke helt ved at den rent faktisk rammer jorden, så 
modellen kan godt tillade, at hastigheden fortsætter med at stige, selvom den faktisk har ramt 
jorden.” 
Bob ”Så skal strækningen være 0. Strækningen i y-aksen. Så sy skal være 0.” 
 
Bob er klar over, at en matematisk model ikke nødvendigvis kender de fysiske begrænsninger, så i stedet 
for at ligne et stort spørgsmålstegn, foreslår han bare et alternativ til at finde nedslagsstedet. Det viser, at 
han har en god forståelse for hvad han arbejder med, samt de muligheder der findes for løsning heraf. 
 
Henrik ”Ja. Kan I så bruge den viden, at I har lavet en funktion der beskriver strækningen i y-retningen 
som funktion af tiden?” 
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Katrine ”Så sætter vi 0 ind på t’s plads.” 
Tina ”Nej, hvad er det der skal være 0?” 
Katrine ”Mit resultat?” 
Herefter indskrev Katrine i MathCad som vist på Figur 63. 
 
Figur 63 Beregning af tiden hvor kuglen er i luften 
Henrik ”Nu har I fået to resultater. Kan det passe? Tidligere hvor i fik to resultater var det en positiv og 
en negativ værdi. Her er det en positiv værdi og 0. Hvorfor får i 0 som resultat?” 
Katrine ”Fordi vi starter i 0.” 
Henrik ”Præcis” 
 
Katrine viste her, at hun havde en glimrende forståelse for, hvad det var de havde udregnet, og hvorfor 0 
faktisk var en reel løsning. Det mindede os om, at Katrine faktisk har fået dybere forståelse for 
matematikken. Når man så kigger tilbage på hvad Katrine har udtalt i dette interventionsforløb, så havde 
hun flere gange været forkert på den eller søgt lette copy-paste metoder fra tidligere opgaver, men her 
kom svaret helt uden tøven! 
 
Til opgave 4.5 er Katrine klar: 
Katrine ”Kan man så ikke bare gøre det samme i x-aksen?” 
Bob ”Jeg forstår bare ikke hvorfor vi kan gøre det der [skrive sy1(t)=0 solve,t], fordi jeg tænker at sy1 
og t er to variabler. Vi har jo ikke defineret hvad hverken sy1 eller t er.” 
Katrine ”Jo, det har vi da. Dér! Der har vi defineret hvad de regner ud.” 
Bob var ikke med på, at når man i MathCad har defineret en variabel, så kan man bare anvende variablens 
navn, og så indeholder variablen det, man definerede den til at indeholde. Tina viser Bob, at hvis man i 
stedet for sy1(t) skrev 19.9 ∙ 𝑡 +
1
2
∙ −9.82 ∙ 𝑡2 og skrev solve, t, så gav det nøjagtigt det samme som før. Det 
understregede, at Bob ikke havde et fortroligt forhold til MathCad. Med andre ord; hans 
hjælpemiddelskompetence overfor MathCad var ret begrænset. 
Bob ”Er det så ikke bare sx1(4.05) vi skal skrive?” 
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Så trods Bobs forhold til MathCad, kunne han hurtigt se, hvordan x-positionen kunne findes; Han havde 
måske alligevel forstået hvordan variabelbegrebet virkede i MathCad? Figur 64 viser resultatet. 
 
 
Figur 64 Hvor langt kommer kuglen ud? 
 
Til opgave 4.6 valgte Tina at give en introduktion til hvad det vil sige, at x(t) og y(t) bliver til y(x). Hverken 
Katrine eller Bob havde en idé til, hvordan opgaven skulle gribes an. Tina forklarede, at variablen t indgik 
”bagved” i y(x), så når man lavede en graf for y(x) og afsatte et punkt på denne graf, så var t den samme i 
x(t) og y(t). 
Tina ”Jeg har funktionen 𝑥 = 11,5 ∙ 𝑡 og funktionen 𝑦 = 19,9 ∙ 𝑡 −
1
2
∙ 9,82 ∙ 𝑡2. Kan I lave den om til 
én funktion så der kun står noget med x og y, og t ikke er med? Hvis I får beskrevet t, kan I så 
finde hvad y er?” 
Bob ”Hvis vi isolerer t i 𝑥 = 11,5 ∙ . Det bliver sååååååå. Jeg kan ikke få flyttet…” 
Katrine ”Hvad er det du vil have flyttet? 
Bob ”Jeg vil gerne have t til at stå alene.” 
Katrine isolerede t, og fandt at 𝑡 =
11,5
𝑥
 
Bob ”Så kan vi bare sætte udtrykket for t derop [hvor t står i ligningen for y]” 
Herefter indsatte de, og kom frem til funktionen som vist på Figur 65. 
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Figur 65 Den endelige banekurve findes 
Henrik ”Nu har i lavet en model for kuglens bevægelse, når man afskød den men en vinkel på 60˚, og 
med en starthastighed på 23 
𝑚
𝑠𝑒𝑘
. Man kan nu beregne, hvor kuglen vil slå ned henne, og hvor 
højt kuglen vil komme op, uden egentlig at have lavet forsøget. Hvor godt passer sådanne en 
model?” 
Katrine ”Ikke helt. Der er nogle kræfter…” 
Bob ”Luftmodstanden, er den med?” 
Henrik ”Nej, den har vi set bort fra her.” 
Katrine ”Men matematiske formler kan heller aldrig blive helt 100 %. Det var også det vi talte om den 
første gang [til diagnosticeringen].” 
 
Katrine havde stadig helt styr på opfattelse af matematiske modeller, og gentog med henvisning til 
diagnosticeringen, at modeller aldrig bliver helt præcise. Katrine kan godt bringe sin modelviden i spil når 
hun bliver spurgt.  
 
Henrik ”Ja, så det her er en forsimplet udgave, men det giver alligevel et prej om hvordan det går. En 
anden ting nu vi er her... Tidligere, hvor i skulle finde ud af hvornår kuglen ramte jorden, så 
kunne I ikke bruge det at finde hvornår v=0. Var I med på hvorfor I ikke kunne det?” 
Katrine ”Ja, for bolden ved jo ikke hvornår den rammer.” 
Henrik ”Hvad vil den matematisk så gøre?” 
Bob ”Fortsætte nedad?” 
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Henrik ”Ja, og så vil man kunne udregne dens y-position til noget negativt, mens den får mere og 
mere hastighed på. Så derfor kan vi kun tillade os at kigge på grafen fra (0; 0) til (xnedslag; 0). Så 
her skal man være klar over hvad matematikken kan og gør, og hvad fysikkens love siger.” 
  
Intervention 3, Konklusion 
Det vi overordnet oplevede i denne intervention var, at eleverne havde svært ved at forholde sig helt til de 
funktioner, de arbejdede med, da baggrunden for opgaven var ”fysik”. Begge elever havde tidligere i deres 
fysik B karriere arbejdet med noget tilsvarende, men tilsyneladende ikke forstået dybden af det på dette 
tidspunkt. Da de skulle arbejdede videre med det her, startede de med de funktioner, vi gav dem for 
beregning af s(t), hvorimod de helt selvstændigt var kommet frem til de funktioner, de skulle anvende i de 
to første interventionsforløb. Vi vurderer, at de med ejerskabet til grundlaget for funktionerne i de to første 
interventionsforløb havde opnået en dybere forståelse for, hvad de lavede, og forudsætningen for at 
arbejde videre ved at de selvstændigt skulle ræsonnere og diskutere løsningsmetoder var dermed bedre. 
Katrine havde i dette interventionsforløb mere drive end i de tidligere forløb. Vi vurderer, at det skyldes, at 
hun har flyttet sig rent forståelsesmæssigt i forhold til opgavetyperne; nu havde hun også noget selv at 
byde ind med. Bob var derimod mere passiv i dette forløb end i de tidligere. Når han sagde noget eller bød 
ind med noget, var det nogle ganske glimrende input og godt matematisk. Vi vurderer, at hans passivitet 
skyldes, at Katrine var mere på banen og overtog noget af den styring, som Bob tidligere havde haft. 
Med hensyn til elevernes modelleringskompetencer viste begge elever, at de havde en forståelse for, hvad 
en model er, og hvad dens rækkevidde og begrænsninger er. De var helt med på, at der var dele som f.eks. 
luftmodstand, der også spiller ind, men som den model, de arbejdede med, ikke tog hensyn til. Desuden var 
de også med på, at matematikken godt kan udregne værdier i en model, som rent fysisk ikke kan lade sig 
gøre. 
Vi vurderer, at Katrine og Bob ikke havde tilstrækkelig billeddannelse af kinematikken fra fysik samt 
vektorregning fra henholdsvis fysik og matematik, til at de kunne anvende disse elementer til at danne nye 
strukturer i matematikken, og dermed bevæge sig ind i det næste niveau, som her var vektorfunktioner 
(Pirie & Kieren, 1994). Vi kunne også med Vygotskys teori i baghånden konkludere, at vi befandt os udenfor 
zonen for den nærmeste udvikling (Vygotsky, 1978). 
Hvor opgaverne i de første to interventionsforløb ikke var af høj kompleksitet eller med for mange 
begreber i spil, havde opgaven i intervention 3 mange elementer, som eleverne skulle holde styr på.  
 
Intervention, Sammenfattende konklusion 
Vi havde i dette projektforløb udvalgt nogle modelleringsopgaver, som vi forventede, at eleverne ville finde 
meningsfulde og være i stand til at løse. Vores to udvalgte elever, Katrine og Bob, samarbejdede i 
interventionsforløbene, og vi så, at de fik rigtig meget læring ud at deres elev-elev interaktion, både hvor de 
hjalp hinanden med at forstå opgaverne, udviklede løsningsstrategier og gennemførte løsninger. Dette 
understøtter teorien om, at både kognitive og sociale aspekter er væsentlige i forbindelse med 
modeludviklende aktiviteter (Lesh & Doerr, 2003), samt Vygotskys teori om zonen for den nærmeste 
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udvikling, hvor eleverne, som havde forskellige styrker og svagheder, løftede hinanden indbyrdes 
(Vygotsky, 1978). 
 
Intervention, Konklusion, Katrine 
Gennem interventionsforløbene oplevede vi, at Katrine rykkede sig i forhold til sin matematikforståelse. På 
visse områder gik den fra at være instrumentel til at blive relationel. Dette skete især i intervention 2, hvor 
hun viste mere initiativ til at komme med forslag til at angribe problemstillingen i opgaven, end hun havde 
vist ved intervention 2. 
Vi ønskede at styrke Katrines symbol- og formalismekompetence, og det fik vi gjort flere gange i forløbet. 
For eksempel blev hun klar over, at 
𝑑
𝑑𝑥
 ikke bare er et symbol for at differentiere, men at det beskriver 
hvilken variabel en funktion skal differentieres i forhold til. I intervention 1 og 2 opstillede Katrine og Bob 
forskellige matematiske sammenhænge i de pågældende modeller, og de reducerede og substituerede, så 
de endte med at have en funktion med én variabel, som de kunne optimere. Katrine er også blevet bevidst 
om aktivt at anvende variable til udregning i MathCad, således man kan definere en funktion s med 
variablen t, og herefter udregne funktionsværdier med varierende t-værdier. 
Kort tid efter det sidste interventionsforløb, havde Katrines matematik A valgfagsklasse en test, og her 
klarede Katrine sig markant bedre end sædvanligt ved tests. Dette kan selvfølgelig skyldes flere forskellige 
faktorer, men vi vurderer, at Katrine igennem interventionsforløbene er blevet bedre til at se, hvordan hun 
skal angribe en opgaveløsning, dvs. hun har fået styrket sin problembehandlingskompetence. 
Katrine havde i det første interventionsforløb ikke så mange forslag til at løse opgaven som Bob, men 
allerede i det andet interventionsforløb, vendte det. I det sidste forløb var det primært Katrine, der styrede 
slagets gang, og havde mange forslag til løsninger og strategier. Vi ser dermed, at hendes 
problembehandlingskompetence er blevet styrket, og hun nu er blevet mere bevidst om det værktøj hun 
har i skuffen, når hun løser matematiske opgaver. 
I interventionsforløbene var Katrine og Bob hele tiden i tæt dialog, og de måtte begge argumentere med 
matematiske forklaringer for deres løsningsstrategier. Dermed blev ræsonnementskompetencen styrket, 
men også kommunikationskompetencen blev styrket, idet de begge to skulle både forklare henholdsvis 
fortolke hinandens udsagn. 
 
Intervention, Konklusion, Bob 
Bob forundrede os omkring grafer og grafisk repræsentation ved først i diagnosticeringen at betro os, at 
han ikke kunne klare grafer ”… det er en af grundene til at jeg har valgt matematik A fra, for der er en 
masse arbejde med grafer, og det kører jeg hele tiden død i.” (Fra diagnosticeringen af Bob, side 39), og 
derefter allerede i den første intervention, at foreslå at lave en graf: ”… Vi kan også få MathCad til at tvinge 
en graf ud, hvis det er” (fra Intervention 1, side 48). Vi vurderer, at det skyldes, at han havde Katrine ved sin 
side, og turde kaste sig ud i at lave grafer; hans forståelse for grafer var på plads, men at lave dem i 
MathCad havde han svært ved – men Katrine viste, hvordan det skulle gøres. Vi kan konkludere, at Bob 
gennem interventionsforløbene fik styrket sin repræsentationskompetence. Det vil altså sige, at Bob nu er i 
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stand til at gå fra funktioner og få dem afbildet visuelt – noget, som han i diagnosticeringen viste at have 
svært ved. Samtidig blev Bobs hjælpemiddelkompetence også styrket, idet han ikke tidligere har anvendt 
MathCad i tilstrækkelig grad til at kunne lave grafer af funktioner. 
Bobs symbol- og formalismekompetence blev styrket flere gange i forløbet på samme måde som Katrines.   
Han blev ligesom Katrine klar over, at 
𝑑
𝑑𝑥
 ikke bare er et symbol for at differentiere, men at det beskriver 
hvilken variabel en funktion skal differentieres i forhold til. Bob er også blevet bevidst om aktivt at anvende 
variable i funktioner og substituere disse ved at udnytte forskellige matematiske sammenhænge. 
Gennem interventionsforløbene viste Bob, at han flere gange havde gode løsningsstrategier og kunne 
bringe dem korrekt i anvendelse. Vi har set, at Bobs problembehandlingskompetence er blevet styrket 
gennem forløbet, og han er blevet i stand til at bringe matematikken meget mere i anvendelse end 
tidligere. 
Samarbejdet mellem Katrine og Bob var rigtig godt, og de var begge åbne overfor hinanden. Det betød, at 
de tænkte højt, og hjalp hinanden undervejs. Når de skulle løse opgaverne, blev de nødt til at begrunde 
deres forslag, og Bob var god til at begrunde flere af sine påstande med matematisk argumenter. Vi mener 
derfor, at Bobs ræsonnementskompetence også er blevet styrket gennem forløbet. 
For begge elevers vedkommende er hjælpemiddelkompetencen blevet styrket gennem deres arbejde med 
MathCad. Dette gælder både for det at kunne opstille og definere funktioner, såvel som at kunne tegne 
grafer og zoome ind på disse til en brugbart og sigende grafisk repræsentation af funktionen. 
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Diskussion 
Opgaverne til intervention 1 og 2 var taget fra (Galbraith & Stillman, 2006, s. 145 + 151). Disse opgaver var 
konstrueret til træning af modelleringskompetencen, hvor de blev anvendt til at studere elevernes arbejde 
imellem faserne i modelleringsprocessen, hvor de skulle anvende tekniske hjælpemidler til at skabe 
overblik over målinger, optegne grafer mv. Forfatterne afslutter bl.a. med at konkludere, at for at kunne 
løse modelleringsopgaverne, var det vigtigt, at eleverne havde styr på brugen af tekniske hjælpemidler, 
samt forståelse for sammenhængen mellem grafer og punkter (funktioner). Vi brugte opgaverne modsat, 
idet vi anvendte modelleringsopgaverne til at styrke de matematiske kompetencer inden for variable, 
funktioner og grafer, og vi konstaterede, at det virkede positivt. Måske skyldes det, at opgaverne er 
jordnære og dermed lette at forstå og forholde sig til i praksis, at eleverne fandt det lettere at arbejde med 
variable, funktioner og grafer i de pågældende situationer. 
I opgaverne var der oprindeligt stillet indledende konkrete spørgsmål for at hjælpe eleverne igennem 
opgaven (Appendiks 1: Resumeer af kernestoflitteraturen - A Framework for identifying student 
blockages…, Galbraith og Stillman (2006), side 112). Vi stillede opgaverne uden nogle former for indledende 
spørgsmål, og det lykkedes Katrine og Bob ved fælles hjælp at gennemskue, hvordan de skulle gå i gang 
med opgaverne. Vi gav eleverne vejledning, som vi tilstræbte at holde på et minimum, fordi at vi ønskede, 
at Katrine og Bob selv skulle udfolde sig matematisk i det omfang, de overhovedet kunne; dog var der 
situationer, hvor de havde brug for hjælp, specielt da de skulle anvende trigonometri til vilkårlige trekanter. 
Hvorfor fangede vi ikke, at Bob havde en god matematikforståelse, da vi i sidste semester havde ham til 
matematik, men i stedet for endte med at give ham 00 i årskarakter? Vi vurderer, at klasserumskulturen i 
den pågældende klasse, påvirkede flere elever, heriblandt Bob, til at nedprioritere undervisningen og 
indsatsen i timerne. Vi fik derfor ikke set, hvad Bob rent matematikmæssigt spændte over – ikke engang 
igennem de individuelle skriftlige tests, som eleverne fik, da opgaverne primært gik på de emner, vi havde 
gennemgået i semestret.  
De ”huller” som vi har fundet hos Bob, skyldes alene fravær fra timerne (fysisk eller mentalt) igennem de 
sidste to år, og nu hvor han så var startet op på valgfagsholdet, havde han så følt sig underlegen i forhold til 
de andre elever. Han var simpelthen ikke i stand til at forstå, hvad der foregik i undervisningen, fordi at der 
blev undervist på et højere niveau end hans nærmeste udviklingszone (Vygotsky, 1978). Dette fik forståeligt 
nok Bob til at melde fra, fordi at det som foregik i timerne, var ”sort snak” for ham, og han følte sig mere og 
mere dum og utilstrækkelig. 
Vi kan derfor konkludere, at det er meget vigtigt, at vi som undervisere kommer så tæt på eleverne, at vi 
opnår kendskab til deres egentlige matematikforståelse; noget som vi ”afslører” igennem et 
diagnosticeringsforløb, men som i den daglige undervisning kan være svær – især hvis man overtager en 
klasse og kun har denne i et enkelt semester. Endvidere må vi konstatere, at uanset hvor gode evner en 
elev har for at tænke logisk og lære matematik, så kan vi ikke lære vedkommende noget, hvis de ikke selv 
vil arbejde med det.  
Vi skal huske på, at de to elever i interventionsforløbene har været i en anderledes situation end de 
normalt er i. De er taget ud af deres vante omgivelser i klassen, og får fuld fokus af to lærere. De 
sociomatematiske normer (Yackel & Cobb, 1996) er ændrede, og den didaktiske kontrakt omkring 
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matematikundervisning er brudt (Brousseau, 1997). Det gør selvfølgeligt, at de præsterer anderledes end i 
de normale matematiktimer. 
Konklusion 
Vi har i dette projektforløb haft fokus på at anvende matematisk modellering som en løftestang til at 
motivere elever til at anvende deres matematikviden, samt hæve elevernes forskellige matematiske 
kompetencer. Vi havde valgt at fokusere på elever, der kunne kategoriseres som praktisk-orienterede, i 
forhold til opgaveløsning, og ønskede at se, hvordan deres evne til at løse modelleringsopgaver kunne 
bruges til at udvikle de øvrige matematiske kompetencer. Vi så i dette projektforløb, at vores to udvalgte 
elever, der begge havde en god praktisk sans, i stor grad formåede at løse modelleringsopgaverne, som vi 
præsenterede dem for. Endvidere så vi i diagnosticeringsforløbet, at de begge havde en rigtig god 
forståelse for modelleringsbegrebet. 
Interventionsforløbene var bygget op med udgangspunkt i modelleringsopgaver, hvor eleverne skulle gøre 
anvendelse af deres matematikkundskaber for at løse opgaverne. Modelleringsaspektet i opgaverne gjorde, 
at eleverne følte spørgsmålene virkelighedsnære, og de kunne i høj grad forestille sig, hvad opgaverne 
drejede sig om. Elevernes samarbejde igennem interventionsforløbene gjorde, at de begge fik udvidet 
deres matematiske horisont; Bob fik hjælp og støtte til at udføre det matematik som han havde ”huller” i, 
mens Katrine fik en tro på sig selv om, at det matematik, hun har i sin værktøjskasse, er brugbart – også i 
virkeligheden, og hun fik trænet dette igennem forløbene. 
De to udvalgte elever havde begge en forholdsvis lav score i opgaver med variabelbegrebet. Dette ønskede 
vi gennem interventionsforløbet at styrke, og dette skete implicit igennem opgaverne. Vi så således, at 
begge elever fik mere styr på, hvad en variabel er, og hvilken funktion den har, samt hvordan man arbejder 
med variable.  
Vi havde i interventionsforløbene fokus på elevernes matematiske kompetenceudvikling, og vi så dem 
udvikle sig indenfor symbol- og formalismekompetencen (variabelbegrebet), ræsonnementskompetencen 
(eleverne argumenterede og overbeviste hinanden med matematisk logik) og 
problembehandlingskompetencen (de bragte matematikken i anvendelse ved løsning af konkrete 
opgaver). Men også hjælpemiddelskompetencen (brug af MathCad) og repræsentationskompetencen 
(eleverne blev begge styrket i at opstille funktionsudtryk og optegne grafer og anvende disse i forbindelse 
med matematisk analyse) blev styrket gennem forløbene.  Særligt Bob udviklede sig i intervention 1, hvor 
det var ham, som insisterede på, at de skulle lave en funktion, så de kunne optegne en graf. Katrine var 
godt med i forståelsen af det i intervention 2. 
Vygotsky beskriver zonen for den nærmeste udvikling som afstanden mellem det aktuelle niveau, en person 
alene kan læse en opgave og det potentielle udviklingsniveau som det niveau, en person kan løse opgaver 
indenfor ved vejledning af en kyndig person (Vygotsky, 1978). Katrine og Bob havde forskellige zoner for 
den nærmeste udvikling, men et tæt samarbejde, hvor de begge var fokuserede på, at de begge skulle 
forstå, hvad der foregik, og lære noget i situationen, og tog sig tid til at forklare hinanden alt det, som den 
ene ikke forstod, gjorde, at de sammen kunne løse opgaverne ved de to første interventioner og lære noget 
af det.   
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Appendiks 1: Resumeer af kernestoflitteraturen 
I dette appendiks findes resumeer af kernestoflitteraturen. En del af artiklerne er refereret i uddrag i 
teoriafsnittet side 7. 
 
Kompetencer i forbindelse med læring i matematik, Niss og Jensen (2002) 
KOM rapporten beskriver otte kompetencer som kommer i spil i matematikundervisning (Niss & Jensen, 
2002). Rapporten blev udarbejdet til Undervisningsministeriet i perioden 2000 – 2002 med det formål at 
pege på tiltag i matematikundervisningen. Kompetencebegrebet er efterfølgende indarbejdet i 
undervisningsbekendtgørelserne for matematik på forskellige niveauer, og særligt i vejledningerne til 
læreplanerne er begreberne forklaret og eksemplificerede i forhold til, hvordan man med konkrete tiltag 
kan arbejde med kompetencerne. Fundamentet i rapporten er definition af otte matematiske 
kompetencer.  
Kompetencerne skal forstås som de bestemte typer af matematiske aktiviteter, som en person er i stand til 
at udøve på grundlag af konkret viden og færdigheder. 
De otte kompetencer er: 
1. Tankegangskompetence 
2. Problembehandlingskompetence 
3. Modelleringskompetence 
4. Ræsonnementskompetence 
5. Repræsentationskompetence 
6. Symbol- og formalismekompetence 
7. Kommunikationskompetence 
8. Hjælpemiddelkompetence 
De otte kompetencer repræsenterer i to grupper af ”overkompetencer”, hvor de første fire oplistede 
kompetencer omhandler ”At kunne spørge og svare i og med matematik”, mens de sidste fire kompetencer 
omhandler ”At kunne håndtere matematikkens sprog og redskaber”. Dette er visualiseret på Figur 66. 
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Figur 66 Kompetenceblomsten, hvor alle 8 beskrevne kompetencer i forbindelse med 
matematikundervisning er vist. 
En uddybelse af de otte kompetencer er uddybet i det efterfølgende, hvor en del af teksten er taget direkte 
fra den oprindelige tekst (Niss & Jensen, 2002). 
Tankegangskompetencen består i at være bevidst om, hvilke slags spørgsmål, der er karakteristiske for 
matematik og selv at kunne stille sådanne spørgsmål samt at have en fornemmelse af, hvilke typer af svar 
man kan forvente. Denne kompetence kommer i spil, når der læses tekster, arbejdes med konkrete 
problemstillinger og diskuteres matematik. 
Problembehandlingskompetencen består i at kunne opstille, opdage, formulere, afgrænse og præcisere 
forskellige matematiske problemer samt at kunne løse matematiske problemer, som er færdigformulerede, 
enten af andre eller én selv. Begrebet matematisk problem er relativt, idet et spørgsmål, som kan besvares 
ved aktivering af rutinefærdigheder, ikke henregnes under matematiske problemer. Derfor er afgørelsen af, 
om et spørgsmål er et matematisk problem afhængig af, om det for den person, som skal løseproblemet, 
kan løses som en rutineopgave. 
Modelleringskompetencen består i at kunne analysere og bygge matematiske modeller. Denne 
kompetence består på den ene side i at kunne analysere grundlaget for og egenskaberne ved foreliggende 
modeller og at kunne bedømme deres rækkevidde og holdbarhed samt i at kunne udføre aktiv 
modelbygning i en given sammenhæng. Kompetencen indeholder endvidere at kunne matematisere, 
afmatematisere samt at kunne bringe matematik i spil til behandling af anliggender uden for matematikken 
selv.  
Ræsonnementskompetencen består dels i at kunne følge og bedømme en kæde af matematiske 
argumenter fremsat af andre, dels i selvstændigt at kunne udtænke og gennemføre disse argumenter. 
Ræsonnementskompetencen indeholder endvidere at kunne forstå, hvad et matematisk bevis er, og skelne 
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mellem hovedpunkter og detaljer, herunder at kunne gennemføre et matematisk bevis.  
Et ræsonnement er en kæde af forbundne argumenter, som retfærdiggør en matematisk påstand, ikke kun 
i forbindelse med matematisk bevisførelse, men også ved begrundelse af valg af løsningsmetoder samt ved 
retfærdiggørelsen af svar og vurdering af, om disse er korrekte og fyldestgørende. Løsning af en opgave 
med rutineoperationer, hvor et regneresultat retfærdiggøres, henhører ikke under ræsonnements-
kompetencen Derimod kan aktivering af operationerne høre ind under ræsonnementskompetencen, hvis 
denne aktivering stiller krav til opfindsomhed, analyseevne eller overblik. 
 
Repræsentationskompetencen består i at kunne forstå og betjene sig af forskellige slags repræsentationer 
af matematiske objekter, fænomener, problemer eller situationer (symbolske, algebraiske, visuelle, 
geometriske, grafiske, diagrammer, tabelmæssige) samt at kunne forstå de indbyrdes forbindelser mellem 
forskellige repræsentationsformer og have forståelse for disses styrker og svagheder. Som eksempler kan 
nævnes en funktions repræsentation ved en tabel, en funktionsforskrift og en graf samt forskellen på 
symbolet π, den uendelige decimalbrøk 3,14159265… og en rationel tilnærmelse med brøken  
22
7
. 
Symbol- og formalismekompetencen består i at kunne afkode symbol- og formelsprog, at kunne oversætte 
frem og tilbage mellem symbolholdigt matematisk sprog og naturligt sprog samt i at kunne behandle og 
betjene sig af symbolholdige udsagn og udtryk, herunder formler. Symbol- og formalismekompetencen er 
tæt forbundet med repræsentationskompetencen, men adskiller sig fra denne ved at fokusere på 
symbolernes karakter, status og betydning samt håndtering af disse og reglerne for dette.  Som eksempel 
kan nævnes forståelsen af, at 5 ∙ (3 + 4) ikke er det samme som 5 ∙ 3 + 4. 
Kommunikationskompetencen består i at kunne sætte sig ind i og fortolke andres matematikholdige 
udsagn og “tekster”. Endvidere indeholder kompetencen det at kunne udtrykke sig om matematikholdige 
anliggender på forskellige måder og på forskellige niveauer af teoretisk eller teknisk præcision dels 
skriftligt, mundtligt og visuelt over for forskellige kategorier af modtagere. Et eksempel er udformning af en 
matematikbog til børn på et bestemt klassetrin, hvor den måde, de matematiske budskaber forklares på, er 
tilpasset børnenes forventede matematiske niveau og det sprog, som børnene forstår. 
Hjælpemiddelkompetencen består i at kende eksistens og egenskaber ved forskellige hjælpemidler samt at 
have indsigt i disses muligheder og begrænsninger i forskellige situationer samt at være i stand til at 
betjene sig af hjælpemidlerne.  Tekniske hjælpemidler er f.eks. lommeregnere, computerprogrammer, 
tabeller, regnestokke, kuglerammer, linealer, passere og vinkelmålere samt forskellige funktionspapirer. 
 
Mathematics Phenomenologically, Freudenthal (1991) 
Første afsnit i kapitlet omkring matematik beskæftiger sig med hvad matematik er. Forfatteren beskriver 
hvordan de fleste er blevet undervist i matematik; som regler og algoritmer. Nogle lærer at anvende dem, 
og er ”gode til matematik”, mens andre ikke forstår at anvende reglerne, og dermed er ”dårlige til 
matematik”. Begrundelsen for at lærere underviser på denne måde, er fordi sådan blev de selv undervist i 
matematik. Men måske de (lærerne) alle sammen har glemt, at det ikke var måden hvorpå de egentlig 
forstod matematikken på (Freudenthal, 1991, s. 3-4). 
Forfatteren sammenligner matematik med ”sund fornuft” (common sense), og beskriver hvorfor matematik 
ikke er sund fornuft. Det gøres gennem en forklaring af hvad sund fornuft betyder, og hvordan vi gør brug 
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af den. For eksempel er det sund fornuft at stål er koldere end træ (Freudenthal, 1991, s. 4) – det kan man 
jo selv ”måle” med sit ”fingertermometer”… Men når stål har stået udenfor i kraftig solskin, så bliver det 
varmere end træ…? Det virker umiddelbart ulogisk, men for dem der husker (og forstod) fysiktimerne 
omkring varmeledning, så er dette også sund fornuft. Om noget er sund fornuft afhænger altså helt af den 
enkelte person, samt meget væsentlig, om personen har gjort klasserumsteorien til noget der også gælder 
udenfor klasserummet. Når personer stilles overfor at skulle løse virkelige opgaver, gør de ofte brug af den 
sunde fornuft. Hvis deres sunde fornuft er begrænset, bliver løsningen af opgaverne også begrænset. 
Sammenfattet formuleres det, at sund fornuft tager tingene for givet, mens matematik kræver gode 
begrundelser (Freudenthal, 1991, s. 14). 
Når børn lærer tallene (heltal) sker det tidligt i deres opvækst. Det sker naturligt, og sker i relation med 
hvad barnet oplever (f.eks. 3 heste, eller 5 kaniner). Den helt simple matematiske grundlæring bliver til 
sund fornuft hos langt de fleste børn, men hvorfor fortsætter det så ikke således, når man bliver ældre og 
udsættes for matematik i skolen? (Freudenthal, 1991, s. 6, 12, 18).  
Når en person skal have et forhold til noget, skal det ophøjes til et begreb (a concept). For at forstå 
begrebet foreslår forfatteren, at man kan gøre brug af visualisering. For eksempel kan man tegne en tallinje 
for at synliggøre tallene, deres rækkefølge og begrebet tal. (Freudenthal, 1991, s. 19). 
Forfatteren introducerer begrebet strukturer, og giver eksempler på algebraiske strukturer i form af de 
forskellige talmængder: , , , , og . På samme måde beskrives addition og multiplikation også som 
hver deres algebraiske struktur (Freudenthal, 1991, s. 21-22).  
Ordet matematisering dækker over, at man får noget fra virkelighedens verden formuleret matematisk 
(Freudenthal, 1991, s. 30). Indenfor begrebet matematisering er modellering (Freudenthal, 1991, s. 32). 
Som eksempler på matematiske modeller af virkeligheden, nævnes Galileos fysiske model for jævn 
bevægelse med konstant accerelation. Modellen gælder for objekter der bevæger sig i vakuum, og dermed 
ikke møder luftens modstand. Det er dermed en ”forsimplet” model af virkeligheden, men ikke desto 
mindre anvendes modellen i stor stil, da den er simpel, og i mange henseender akkurat nok (Freudenthal, 
1991, s. 32). Man retfærdiggør brugen af den simple model ved at ”sådan er det ideelt set”, velvidende at 
modellens resultater vil afvige fra forsøg udført i virkeligheden. Man kan dermed simplificere komplekse 
situationer ved at idealisere dem med en ideel model (Freudenthal, 1991, s. 34).  
Herefter listes 15 eksempler op på opgaver der skal matematiseres. Opgaverne har forfatteren stillet til 
elever, og han kommenterer på elevernes fremgangsmåde ved løsning af opgaverne (Freudenthal, 1991, s. 
36-41). 
Forfatteren refererer til en opdeling i horisontal matematisering og vertikal matematisering (Freudenthal, 
1991, s. 41). Med horisontal matematisering menes når man går fra virkelighedens verden og over til 
symbolernes verden. Vertikal matematisering sker indenfor virkelighedens verden eller symbolernes 
verden. Forfatteren lister herefter 16 eksempler på matematisering, samt hvilken type af matematisering 
eksemplet er i (Freudenthal, 1991, s. 42-44). 
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CAS-Induced difficulties in learning mathematics?, Jankvist og Misfeldt (2015) 
Artiklen beskæftiger sig med de negative sider ved brug af CAS i gymnasiet, med udgangspunkt i et 
eksempel fra virkelighedens verden. Her beskrives, hvordan en tredje års gymnasieelev i en skriftlig 
matematikprøve, skulle løse differentialligningen: 
𝑑𝑁
𝑑𝑡
= −16𝑁 + 32, med N(10) = 1. Derudover skulle 
eleven redegøre for at N(t) er en stigende funktion. 
Eleven løste opgaven ved brug af CAS, og problemet opstod, da hun ved en fejl får byttet om på x og y i 
forbindelse med ”oversættelsen” til CAS sprog. Eleven får dermed integreret funktionen: 𝑦′ = −16𝑥 + 32, 
i stedet for at løse differentialligningen: 𝑦′ = −16𝑦 + 32.  
Man argumenterer for, at eleven bare fik lavet en simpel tastefejl. Men eleven opdager ikke, at det er en 
tastefejl, og fortsætter besvarelsen af opgaven som om alt er i orden (og redegør endda for at løsningen 
−8𝑥2 + 32𝑥 er en stigende funktion). Det vidner om at eleven slet ikke har forståelsen for hvad hun gør; 
CAS programmet er blevet brugt som et værktøj hvori man indskriver sin opgave, skrive deSolve, og på 
magisk vis kommer der et svar frem, som så tilfredsstiller opgavestilleren. 
CAS værktøjer kan bruges både positivt og negativt i undervisningen; Når CAS programmerne bruges som 
en ”løftestang” til f.eks. at udføre udregninger der i hånden ville være langsommelige eller trivielle at 
udføre, ja så er det en positiv støtte. Men bruges CAS værktøjet som et værktøj der kender svarene på alle 
de mange opgaver der bliver stillet, uden at eleven aner hvad der foregår eller hvad det egentlig er der 
regnes på, ja så er CAS værktøjets tilstedeværelse negativ. 
Med teoretisk baggrund i (Sfard, 1991) beskrives de tre faser man som person skal igennem for at få 
udviklet et nyt matematisk begreb; Man kan ikke bygge ovenpå et begreb uden at have været igennem alle 
tre faser, og i det nævnte eksempel med løsning af differentialligning, kræver det at man som elev har fået 
begreberne afledede, funktion, variabel og tal igennem alle faser. Derudover inddrages (Skemp, 1976) 
omkring instrumental forståelse og relationel forståelse; Den første dækker over, at man rent mekanisk og 
uden dybere forståelse løser opgaver, hvorimod den anden dækker over, at man har forståelsen for hvad 
man skal gøre og hvorfor man gør det. Forfatterne til artiklen udvider Skemp’s definitioner med en tredje 
form for forståelse; CAS-instrumentiel forståelse. Denne dækker over at man ved hvordan man anvender 
CAS til at returnere løsninger på opgaver, uden man egentlig ved hvad formålet med det er, eller hvordan 
det hænger sammen med matematikkens verden. 
Artiklen nævner et andet eksempel, hvor brug af CAS fratager eleverne muligheden for at arbejde med 
matematikken, men i stedet for returnerer et svar på den stillede opgave. I forbindelse med 
funktionsundersøgelser, hvor maksimum- og minimumpunkter skal findes, kan CAS programmerne optegne 
grafen for funktionen, og eleven kan enten aflæse værdier, eller få CAS til at returnere dem. På denne 
måde ”snydes” eleven for at gøre anvendelse af differentialregning, og dermed misser den læring det giver 
i forhold til forståelse af funktionsbegrebet. 
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Staking Claims, Kilpatrick (1995) 
Artiklen handler om forskning indenfor matematikundervisning. 
Der refereres til en artikel af Solomon (1991), som beskriver to forskellige tilgange til matematik-
undervisningen: Analytisk tilgang og systematisk tilgang. Ved den analytiske tilgang ses undervisning (kaldet 
ekstern begivenhed) og læring (kaldet intern begivenhed) som noget adskilt, men ved den systematiske 
tilgang er undervisning og læring som noget der interagerer og overlapper hinanden. 
I forhold til forskning på matematikundervisningsområdet, så mener forfatteren, at man som forsker skal 
afholde sig fra kun at følge én retning, da matematikundervisning ikke bare kan ”angribes” ud fra én 
bestemt tankegang, og dermed favne alle undervisere (Kilpatrick, 1995, s. 24).  
Forfatteren lister otte kriterier op, som han mener, har betydning for forskning indenfor matematik-
undervisning (Kilpatrick, 1995, s. 23, 25-28): 
Relevans (Relevance): At forskning indenfor matematikundervisning har relevans 
for andre, der kan anvendes til yderligere forskning eller give input til eftertanke. 
Forskningsresultater er (nødvendigvis) ikke en færdig opskrift på hvordan det bare 
skal gøres i virkelighedens verden. 
Gyldighed (Validity): Hvis andre gør brug af forskningsresultaterne, opnår 
forskningen gyldighed. Det vil sige, at hvis forskningens resultater og konklusioner 
tages op og bruges af andre. 
Objektivitet (Objectivity): Da forskning er resultat af forskeres arbejde, og 
mennesker er subjektivister, bør forskningsresultater også indeholde information 
omkring den enkelte forskeres syn (og dermed hvad han/hun er ”bias´ed” af). 
Originalitet (Originality): Normalt ønsker man at udgive nye forskningsresultater, 
og dermed udgive noget originalt. Forfatteren udtaler, at han mener, at indenfor 
overskriften ”originalt arbejde” er der plads til replikationer af tidligere arbejde – 
uden det er plagiat. 
Stringens og præcision (Rigor and precision): Forfatteren mener, at stringens og 
præcision skal tolkes relativt og ikke absolut; forskeren ønsker ikke at der skal ske 
misforståelser omkring sit arbejde. 
Forudsigelighed (Predictability): De forskningsresultater der findes omkring 
matematikundervisning skal ikke ses som noget universelt der bare virker alle 
steder, på alle elever og med alle lærere. Forskningen er foretaget på baggrund af 
et setup, en given situation, og i lignende situationer vil resultatet sandsynligvis 
være det samme. 
Reproducerbarhed (Reproducibility): Forskningsresultater skal være offentlige, for 
at det kan deles og anvendes. Det indebærer, at arbejdet præsenteres på en måde, 
hvorpå det kan anvendes videre frem. 
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Slægtskab (Relatedness): Når der laves forskning omkring matematikundervisning, 
gøres der ofte anvendelse af matematikken. Forfatteren ønsker, at matematikken 
kommer i fokus, så det matematik der anvendes i det givne forskningsprojekt, bliver 
fremhævet og beskrevet. 
Herefter listes yderligere syv kriterier op, som forfatteren stiftede bekendtskab med til NCTM 1994 
(National Council of Teachers of Mathematics) i forbindelse med diskussion omkring rammerne for 
validering af videnskabelige artikler. 
 Umagen værd (Worthwhileness) 
 Sammenhæng (Coherence) 
 Kompetence (Competence) 
 Åbenhed (Openness) 
 Etik (Ethics) 
 Troværdighed (Credibility) 
 Immaterielle kvaliteter (Intangible qualities) 
Omkring selve matematikundervisningen, så var det først omkring 1960’erne at der begyndte at komme 
fokus på hvordan matematik skulle undervises. Tidligere var faget matematik set som et håndværk 
(Kilpatrick, 1995, s. 33) og derfor var det ikke nødvendig med teoretisk baggrund for underviserne. 
 
On the theoretical, conceptual, and philophical foundations…, Lester (2005) 
(på det teoretiske, konceptuelle og filosofiske plan indenfor matematikundervisning) 
Frank Lester er af den opfattelse, at den tilstedeværende begejstring i USA for ”hvad der virker” efterlader 
uddannelsesforskere med mindre råderum til at gennemføre undersøgelser for at fremme teoretisk og 
modelbyggende mål, og at de forventes at adoptere filosofiske perspektiver, som ofte er i modstrid med 
deres egne. I artiklen behandles tre grundlæggende spørgsmål: 
1. Hvilken rolle spiller teori i uddannelsesundersøgelser? 
2. Hvordan indvirker en persons filosofiske holdning på den forskning, personen gennemfører? 
3. Hvad bør være målet for forskning indenfor matematikundervisning? 
Betydningen af teori: 
I forbindelse med diskussion af betydningen af teori i uddannelsesundersøgelser foreslår Lester, at der bør 
være nogle rammer for forskning med flg. argumenter: 
 Rammerne skal angive en struktur for konceptualisering og design af forskningsundersøgelser 
 Ingen data giver mening, hvis der ikke er en ramme, som giver dataene betydning 
 En god ramme gør det muligt at gå ud over almindelige opfattelser 
 Der er brug for en dyb forståelse, ikke blot for at forstå enkelte hændelser 
Lester beskriver forskellige rammer indenfor forskning, herunder teoretiske rammer, praktiske rammer og 
konceptuelle rammer med henvisning til andre forskeres arbejde. Han diskuterer, hvorfor 
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forskningsrammer bliver ignoreret eller misforstået, hvor han fremhæver, at der er en udbredt 
misforståelse af, hvad det vil sige at adoptere en teoretisk eller konceptuel holdning til et stykke arbejde, 
samt at nogle forskere, selvom de anerkender vigtigheden af teoretisk udvikling og modelbygning, ikke 
føler sig kvalificerede til at indgå i sådanne arbejder.   
 
Betydningen af en persons filosofiske holdning på den forskning, personen gennemfører 
Lester diskuterer betydningen af forskeres filosofiske holdninger i forbindelse med udførelse af 
forskningsprojekter, hvor han bl.a. fortæller om en undersøgelse, hvor man ønskede undersøge en reform i 
forhold til de traditionelle læseplaner i USA.  Forskellige observatører observerede noget forskelligt, 
afhængigt af deres personlige teorier, idet deres fokus var forskelligt (f.eks. aspekter af sociale 
interaktioner eller kognitive refleksioner). Der kunne således bygges forskellige teorier på grundlag af de 
samme datasæt, hvorfor Lester konkluderer, at det må være nødvendigt, at så mange forskellige 
alternative perspektiver som muligt bliver vurderet, herunder konkurrerende perspektiver eller teorier 
(Lester, 2005, s. 462). Han mener imidlertid ikke, at nyuddannede forskere i USA uddannes med til 
tilstrækkelig viden indenfor filosofi til at kunne medvirke til at gennemføre dette (Lester, 2005, s. 464). 
Hvad bør være målet for forskning indenfor matematikundervisning? 
Lester diskuterer, om matematik bør bestå af grundlæggende forståelse eller overvejelse af, hvordan og til 
hvad til kan bruges.  
 
Figur 67 Gengivet fra (Lester, 2005, s. 465) 
Han forklarer Stokes’s (1997) model for videnskabelige undersøgelser (Lester, 2005, s. 465), hvor han bl.a. 
forklarer, at Niels Bohrs interesse i at forstå atomets struktur, uden at han tænkte over, hvilke 
anvendelsesmuligheder hans forskning kunne føre til, ligger i øverste venstre kvadrant, hvor der kun er tale 
om ren grundlæggende forskning. 
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Lester har udviklet sin egen model for forskning indenfor undervisning, hvor han har udvidet ren anvendt 
forskning (pure, basic research) til også at omfattende udviklende aktiviteter (pure, applied research & 
development) og han har erstattet teknologi med produkter, således at det også omfatter 
undervisningsmaterialer, læseplaner, uddannelsespolitik mv. 
 
Figur 68 Gengivet fra (Lester, 2005, s. 465) 
Lester afslutter med at foreslå, at man frem for at tilslutte sig et bestemt teoretisk perspektiv, skal forsøge 
at tilpasse idéer fra forskellige teoretiske kilder til de aktuelle mål, og at disse mål ikke blot bør sigte mod at 
uddybe den grundlæggende forståelse for matematisk læring, men også for at give praktisk viden om de 
problemer, som udøvere af undervisere er udfordret af. 
 
Growth in mathematical understanding: how can we…, Pieri og Kieren (1994) 
(vækst I matematisk forståelse. Hvordan kan vi karakterisere det, og hvordan kan vi vise det?) 
Forfatterne foreslår en model, som kan anvendes til at studere væksten af matematisk forståelse, 
 
Baggrund for teorien var, at man i mange lande havde erkendt et behov for at undervise i matematik med 
fokus på matematisk forståelse. Forfatterne ønskede derfor et udvikle en model for, hvad matematisk 
forståelse er, og hvordan denne udvikles. 
 
Forfatterne indleder med en fortælling om en pige Teresa på 12 år, om hvordan hun opbyggede sin viden 
om og forståelse for brøker, herunder addition og subtraktion af brøker. Hun havde fra begyndelsen 
forståelse for brøker i den forstand, at hun kunne gennemskue modeller for brøker og nævnerens 
betydning. 
  
For at hjælpe eleverne i Teresas klasse med at forstå brøkbegrebet gav læreren dem et sæt at rektangler, 
som repræsenterede halve, tredjedele, fjerdedele, sjettedele, ottendedele, tolvtedele og 
fireogtyvendedele. De fik derefter opgaver, hvor de skulle addere brøker med forskellig nævner, og Teresa 
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kunne konstruere sig frem til resultaterne ved hjælp af rektanglerne. Teresa udviklede nogle strategier, 
hvor hun erstattede nogle brøker med andre, så hun kun havde noget, der ”passede sammen”, f.eks.  
1
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. Efter at have arbejdet på denne måde i en periode, hvor læreren gav dem 
andre øvelser med brøkregning, hvor de anvendte rektanglerne til løsning af disse, fik hun øje på behovet 
for en fælles nævner, og hvordan kun kunne beregne, hvilket tal hun kunne anvende som fællesnævner for 
en given additionsopgave. Efterfølgende indså hun, at tilsvarende gjaldt for subtraktion af brøker. 
 
Pieri og Kieren har udviklet følgende model for forståelse af matematik, hvor de arbejder med 8 niveauer af 
matematikforståelse (se Figur 69): 
 
 
 
Figur 69 Gengivet fra (Pirie & Kieren, 1994, s. 63) 
 
1. Primitiv Knowing (primitiv viden) 
Den viden, som elever har som udgangspunkt, når de skal arbejde med et nyt begreb. Det er ikke 
nødvendigvis et lavt matematisk niveau, men det sted, som væksten for en ny matematisk 
forståelse begynder. 
2. Image Making (billeddannelse) 
Eleven danner billeder, f.eks. af brøker ved hjælp af rektangler. 
3. Image Having (billedbesiddelse) 
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Eleven har mentale billeder af begrebet og kan arbejde med disse uden fysiske objekter. Er f.eks. 
ikke længere nødt til at anvende rektangler for at kunne arbejde med brøkerne f.eks. med addition 
4. Properly Noticing (korrekt opdagelse) 
Eleven kan manipulere eller kombinere de dannede billeder i en specifik kontekst, f.eks. som da 
Teresa finder ud af, at man kan finde en fælles nævner ved at se på, hvilket tal alle nævnere går op i 
5. Formalising (formalisering) 
Eleven kan formalisere de dannede billeder og formulere matematiske definitioner og algoritmer, 
som f.eks. da Teresa begyndte at arbejde med talværdierne i brøkerne frem for rektanglerne og de 
mere ”primitive” systemer, hun dannede i starten. 
6. Observing (observering) 
Eleven ser efter mønstre, som kan forklare systemerne, f.eks. da Teresa så efter mønstre for at 
kunne kombinere brøker og addere brøker med forskellige nævnere 
7. Structuring (strukturering) 
Eleven begynder at tænke på observationerne som en teori og søger en verifikation igennem 
logiske eller matematiske teorier 
8. Invensising (kan finde på nyt matematik) 
Eleven har en fuld struktureret forståelse og kan stille spørgsmål, som bringer én videre til noget 
nyt. 
 
Vækst i matematisk forståelse skal ses som en dynamisk niveauopdelt men ikke-lineær proces. 
 
En delvis forståelse af et begreb kan være primitiv viden i en ny sammenhæng, f.eks. kan en delvis 
forståelse af brøkbegrebet være primitiv viden for forståelse af decimaltal (Figur 70): 
 
 
Figur 70 Gengivet fra (Pirie & Kieren, 1994, s. 68) 
 
Don’t need Boundaries 
”Don’t need Boundaries” betegner de tre fede linjer på modellen på Figur 69. Når man forståelsesmæssigt 
har krydset disse grænser, er det ikke nødvendigt at gå tilbage og arbejde med disse niveauer af forståelse, 
idet begreberne nu ikke længere er bundet til de tidligere forståelsesformer.  Den første grænse er imellem 
Image Making og Image Having, et eksempel på krydsning af denne grænse er, når eleven har dannet 
billeder, så hun kan lægge brøker sammen i hovedet, så er det ikke længere nødvendigt at anvende fysiske 
ting som f.eks. rektanglerne. Den næste grænse er imellem Properly Noticing og Formalising. Når eleven 
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har formaliseret et begreb, er det ikke længere nødvendigt at danne mentale billeder for at kunne arbejde 
med det. Den tredje grænse er imellem Observing og Structuring. Når en person har dannet en matematisk 
struktur, er det ikke længere nødvendigt at anvende indre strukturer. 
 
Folding Back  
Modellen skal forstås dynamisk i den forstand, at det, selvom man har krydset nogle Don’t need 
Boundaries, kan det blive nødvendigt at gå tilbage til et indre niveau for at udvide en utilstrækkelig 
forståelse, hvis man kører fast i et problem. Det vil nu være anderledes end tidligere, da man har en større 
forståelse af det ydre niveau. 
 
The Complementarities of Acting and Expressing 
Modellen udvides med handling og udtryk som er beskrevet ved opdeling af cirklerne på Figur 71. 
 
 
Figur 71 Gengivet fra (Pirie & Kieren, 1994, s. 72) 
Det er vigtig for opbygning af en dyb forståelse, at man handler og udtrykker sig indenfor hvert niveau i 
modellen, idet dette er forudsætninger væksten i matematisk forståelse. Forfatterne vil dermed 
tydeliggøre, at de ser matematisk forståelse som en proces, og at det er væsentligt, at eleverne løser 
opgaver indenfor hvert niveau i det omfang, det er nødvendigt for at sikre, at de behersker niveauet og er 
klar til at bevæge sig ind i næste niveau. Forfatterne illustrerer dette med et eksempel, hvor eleverne 
arbejde med funktioner, tabeller og grafoptegninger i niveauerne Image Making og Image Having. 
 
Forfatterne afslutter med at gennemgå nogle eksempler, hvor det har været nødvendigt med ”Folding 
Back” ved løsning af opgaver, selvom eleverne var på et højt forståelsesniveau. En af deres konklusioner er, 
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at en forudsætning for at arbejde med matematik på højt niveau er, at man arbejder på billed-dannelses 
niveau, før man kan begynde at søge efter formalisering eller struktur (Pirie & Kieren, 1994, s. 84).  
 
 
Readings on the development of children, Vygotsky (1978) 
Vygotsky har forsket i relationen imellem læring og udvikling af børn i skolealderen.  
Han starter med at diskutere tre teoretiske hovedpunkter om udvikling og læring hos børn, som er 
formuleret af andre teoretikere: 
1. Et barns udvikling er uafhængig af læring 
Udvikling og modning er en forudsætning for læring, men ikke et resultat heraf. I argumentationen 
henvises til sammenhæng med teorier af Piaget og Binet. 
 
2. Læring er udvikling 
I argumentationen henvises til teori af James og Piaget. 
Det sidste punkt kombinerer de to første: 
3. Udvikling er baseret på to forbundne, forskellige, men relaterede processer, hvor begge influerer 
på den anden. Den ene er modenhed, som direkte afhænger af udviklingen af nervesystemet, den 
anden er læring, som i sig selv er en udviklingsproces.  
I argumentationen henvises til teori af Koffka. 
Det, som er nyt, er, at de to første teorier kombineres, selvom de umiddelbart synes modsigende, hvilket 
leder frem imod, at de har noget til fælles.  
Vygotsky fremhæver psykologen Thorndike, som har gennemført undersøgelser, som indikerer, at hjernen 
ikke er et kompleks netværk af generelle evner såsom observation, opmærksomhed, hukommelse, 
bedømmelse osv. men et sæt af specifikke evner, som hver især er udviklet i en given udstrækning, 
uafhængigt af de andre (Vygotsky, 1978, s. 31). F.eks. bliver man ikke god til at vurdere vægten at 
genstande, hvis man har trænet og udviklet evnet til at bedømme afstande og flademål.   Læring er mere 
end udviklingen af evnen til at tænke, det er udviklingen af mange specielle måder at tænke på om 
forskellige ting. 
 
Zonen for den nærmeste udvikling 
Børns læring begynder længe før de kommer i skole. Læring i skolen bygger derfor ovenpå noget, børnene 
tidligere har lært. Vygotsky kritiserer Koffka og andre teoretikere for deres antagelse om, at forskellen 
imellem det børn lærer før de kommer i skole, og det, de lærer i skolen, består i, at det første er 
usystematisk læring og det andet er systematisk læring. Vygotsky mener ikke, at denne forskel er 
tilstrækkelig til at beskrive forskellen, og han forklarer, hvad han mener, med indførelse af begrebet: 
”zonen for den nærmeste udvikling”.  
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”Det aktuelle udviklingsniveau” (Vygotsky, 1978, s. 32) er et udtryk for et barns mentale funktioner, som er 
resultat af den allerede gennemførte udvikling.  Denne udvikling kan man bestemme med diverse tests, 
hvormed man ”måler”, hvilken alder et barn har rent udviklingsmæssigt. Vygotsky kritiserer, at alle opgaver 
i disse tests skal løses af barnet alene, og at man ikke undersøger, hvad barnet kan med støtte og vejleding 
fra f.eks. en lærer. Det er ikke sikkert, at to børn, som klarer disse tests til samme alderstrin, er i stand til at 
løse de samme opgaver, hvis de får støtte af f.eks. en voksen, og skal de så placeres i samme klasse med 
forventning om, at de vil udvikle sig i samme tempo? ”Zonen for den nærmeste udvikling” kalder Vygotsky 
denne afstand imellem det aktuelle udviklingsniveau, som er det niveau, børn alene kan løse opgaver 
indenfor, og det potentielle udviklingsniveau, som er det niveau, børn kan løse opgaver indenfor ved 
vejledning af en voksen eller mere kyndig person. Det, som hos det enkelte barn ligger i den nærmeste 
udviklingszone, er funktioner, som ”ligger klar i en modningsproces”, men som endnu ikke er helt modnede 
- det kan betragtes som en dynamisk udviklingszone. 
Når man underviser, er det vigtigt, at man underviser elever indenfor deres nærmeste udviklingszone. Hvis 
man underviser på et højere niveau, er det ligegyldigt, hvor mange gange en lærer gennemgår det samme 
emne, for eleverne forstår det ikke og vil ikke komme til det (Vygotsky, 1978, s. 34). At undervise elever i 
noget, som de i forvejen har styr på, udvikler ikke eleverne yderligere (det ligger altså ikke i zonen for den 
nærmeste udvikling, fordi at det er udviklet). 
Vygotsky afslutter med følgende to hypoteser: 
 Udviklingsprocessen er ikke sammenfaldende med læringsprocessen.  Udviklingsprocessen 
forsinkes derimod af læringsprocessen 
 Selvom læring er relateret til børns udvikling, bliver det aldrig opnået parallelt eller samtidigt. Der 
er komplekse dynamiske relationer imellem udviklings- og læringsprocesser. 
 
 
Looking back and ahead - didactical implications…, Weigand (2014) 
Der bliver diskuteret fordele og ulemper ved anvendelse af digital teknologi (DT) i matematikundervisning 
over hele verden. I slutningen af 80’erne var forventningerne til, hvad indførelsen af DT kunne bidrage og 
udvikle matematikundervisningen til, høje, men det har vist sig, at disse langt fra er blevet indfriet.  
 
Weigand gennemgår nogle overvejelser med baggrund i M3 projektet, som er et langsigtet empirisk projekt, 
som startede i 2003 for at teste brugen af symbolske regnemaskiner (SC), i nogle gymnasieskoler i Tyskland.  
Konsekvensen af dette projekt er samlet i 10 teser eller hypoteser om mulige gavnlige udviklinger i 
fremtiden. 
 
10 teser om den fremtidige udvikling 
 
Tese 1, at overbevise andre: 
Eksperter og tilhængere af brugen af DT i klasserummene har undervurderet vanskelighederne ved brug af 
DT i teknisk forstand og i forhold til indholdet, og de har ikke været i stand til at overbevise lærere, 
undervisere på universiteter og forældre om, hvilken gavn DT gør i klasseværelset. 
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Tese 2, problemer i forbindelse med eksamen: 
Det er svært at udforme af gode og meningsfulde tests og eksamener, hvis vi tænker på traditionelle 
mundtlige og skriftlige eksamener, og udfordringerne bliver endnu større, hvis DT er tilladt.  Weigand viser 
et eksempel på en opgave løst med DT, hvor resultatet er en meget lang linje (formel), som eleverne ikke 
har noget chance for at vurdere rigtigheden af. Opgavestilleren havde muligvis en anden forestilling om, 
hvordan opgaven skulle løses, men det er væsentligt, at eleverne kan anvende egne strategier for at løse 
opgaven, uden at de kommer ud for noget, som de ikke kan overskue.  
 
Tese 3, dokumentation af resultaterne: 
Der er brug for udvikling af kriterier for, hvad der betragtes som fyldestgørelse dokumentation af løsninger 
ved skriftlige prøver. Weigand viser eksempler på løsninger af en opgave, hvor man for en given funktion 
f(x)=(x-2)2+3 skal bestemme en ligning for tangenten i punktet (1,4), hvor han mener, at (a) er den bedst 
dokumenterede løsning, (b) måske acceptabel, mens (c) er uacceptabel jævnfør Figur 72: 
 
 
Figur 72 Gengivet fra (Weigand, 2014, s. 8) 
 
Weigand fremhæver, at det ikke bør være tilstrækkeligt at afskrive det, man ser på skærmen, at løsningen 
bør være gennemskuelig for personer, som ikke kender det aktuelle DT værktøj, at løsningen ikke er 
tilstrækkelig ved anvendelse af en given lommeregners sprog samt at man bør fokusere på at lære eleverne 
betydningen af ordene ”vis”, ”forklar”, ”bestem” og ”bevis” for at de kan forstå, hvad der kræves som 
løsning for opgaverne.  
 
Tese 4, mentale repræsentationer: 
På trods af eksistensen af interaktive, dynamiske og flere digitale repræsentationer, er hovedudfordringen 
udvikling af mentale repræsentationer. Weigand viser et eksempel på løsning af en ligning med SC. 
Ligningen har flere løsninger indenfor givne intervaller, men det er overskueligt for eleven at gennemskue 
det, som SC-værktøjet viser (Figur 73): 
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Figur 73 Gengivet fra (Weigand, 2014, s. 9) 
 
Tese 5, kontrol strategier: 
Elever, som anvender DT, er nødt til at have strategier for at kontrollere, verificere og overveje løsninger, 
som de får ved anvendelse af DT. Weigand viser en grafisk løsning af ligningen ovenfor med tre forskellige 
screenshots, hvortil han bemærker, at 30 % var i stand til at løse ligningen indenfor definitionsmængden  
[-10;10], mens kun 5 % af de studerende var i stand til at løse ligningen med definitionsmængde i R ud fra 
de tre grafer. 
 
Tese 6, værktøjskompetencer: 
En konstruktion af en model for ”værktøjskompetencer” vil være en hjælp til at kunne diagnosticere og for 
at kunne udarbejde strategier for udviklingen kompetencerne. Weigand henviser til en model i tidligere 
udarbejdet materiale. Modellen har han forklaret som en tredimensionel model, hvori indgår tre dele: 
koncept forståelse, værktøjsfunktion og kognitiv aktivering. 
 
Tese 7, værktøjernes grænser: 
At arbejde med DT kræver et kendskab til værktøjets grænser og begrænsninger i forhold til matematikken. 
Weigand viser et eksempel på løsning af flg. opgave: 
 
  𝑓𝑐(𝑥) = 1 − 𝑥
3 − 6𝑥 + 𝑐, 𝑐 ∈ 𝑅. For hvilke værdier af c har fc præcis et nulpunkt? Begrund svaret.  
  
Hvis man forsøger at anvende SC, får man løsninger, som ikke umiddelbart kan gennemskues, hvorimod 
man ved optegning af grafer med forskellige værdier for c kan danne sig et overblik og derved finde ud af, 
hvordan man kan finde den eksakte løsning ved beregning. 
 
Tese 8, empiriske undersøgelser: 
Der er brug for langvarige empiriske undersøgelser for at udvikle strategier for læring af og undervisning i 
matematik med anvendelse af DT. Strategier for meningsfuld anvendelse i relation til specifikke 
matematiske koncepter er nødvendig. 
 
Tese 9, tilslutning: 
Tilslutning og indbyrdes forbundethed vil være et nøgleord i fremtiden. Accepten af en ny teknologi og 
dennes gavnlige anvendelse kræver et globalt koncept for undervisning og læring. Weigand bemærker i 
samme afsnit, at det, at man ændrer undervisning og læring, ikke automatisk ændrer sig imod bedre læring 
og forståelse. 
 
Tese 10, visioner: 
Vi har brug for visioner, som er baseret på empiriske resultater og teoretiske overvejelser, men vi har også 
brug for kreative idéer mod til at diskutere visioner, som på nuværende tidspunkt kunne ligne illusioner. 
Weigand gør opmærksom på, at en redaktør Arthur Brehmer i 1910 udgav en bog, hvori han havde bedt 
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nogle videnskabsfolk om at forudsige, hvordan verden ville se ud 100år ude i fremtiden.  ”Det trådløse 
århundrede” var blevet spået - og sådan blev det!   
 
Developing mathematical modelling competence…, Blomhøj og Jensen (2003) 
(Udvikling af matematisk modelleringskompetence: begrebsafklaring og uddannelsesmæssig planlægning) 
Artiklen beskriver en model (koncept) for matematisk modelleringskompetence. Modellen indeholder seks 
delkompetencer, som kan anvendes til beskrivelse af nogle delprocesser, man skal kunne gennemføre i en 
matematisk modelleringsproces. Matematisk modelleringskompetence er ikke reduceret til disse 
delkompetencer, men delkompetencerne anvendes som et værktøj til at afdække, hvilke 
erkendelsesmæssige processer der indgår i en modelleringsproces, og den er derfor et værktøj, som kan 
anvendes ved planlægning af undervisning i modellering. 
Modellen beskriver, hvilke delkompetencer, der skal i anvendelse, når man i en modelleringsproces skal 
gennemgå seks forskellige erkendelsesmæssige stadier: 
 
                                   
Figur 74 Gengivet fra (Blomhøj & Højgaard Jensen, 2003, s. 125) 
Modellen kan anvendes dels som et værktøj til at analysere matematiske modeller og processerne bag 
disse, og dels som et værktøj til at definere og analysere matematiske modelleringskompetencer. Modellen 
er ikke tiltænkt som en model, man skal følge fra top til bund. Det vil ofte give mening at gå tilbage og 
gentage nogle processer, eller gå tilbage og gentage nogle processer flere gange.   
I artiklen diskuteres endvidere, hvordan elevers sociale, kognitive og affektive natur påvirker disse 
delkompetencer.  
Systematisering 
Problemformulering 
Matematisering 
Fortolkning og evaluering af resultater 
Matematisk analyse 
Validering af modellen 
Virkelighed 
Undersøgelsesdomæne 
System 
Modelresultater 
Matematisk system 
Handling / erkendelse 
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I forbindelse med et konkret undervisningsforløb, fik de studerende nogle oplysninger og data vedrørende 
bedøvelse under kirurgi. Disse indeholdt mange oplysninger bl.a. grafiske oplysninger om strømning af 
bedøvelsesmiddel i hhv. blod og muskelvæv som funktion af tiden, hvor stor koncentrationen af 
bedøvelsesmiddel skal være, for at patienten ikke lider mv. De skulle udvikle en model for, hvordan 
bedøvelsesmidlet skulle doseres under operation. En del elever havde udfordringer med at komme i gang 
med opgaven, da ”der var for mange veje at gå og intet kompas” og ”de vidste hvad målet var, men ikke 
hvordan de skulle nå det” (Blomhøj & Højgaard Jensen, 2003, s. 127). Matematisk modellering er således 
en kognitivt krævende proces, hvor eleverne havde problemer, selvom den grundlæggende matematik ikke 
gav problemer. En bemærkning som ”Hvad er meningen med denne modellering? Hvilken slags viden 
kommer ud af det?” viser, at eleverne ikke umiddelbart kan gennemskue, hvad de laver og hvorfor. 
I forbindelse med udvikling af elevers modelleringskompetence igennem undervisningsforløb har man 
arbejdet med to forskellige tilgange: 
Den holistiske tilgang, hvor fokus er på hele modelleringsprocessen fra (a) til (f).  Argumentet for denne 
tilgang er, at hvis nogle af processerne ikke er synlige for eleverne, vil man kunne forvente, at nogle 
delkompetencer ikke besiddes. Hvis eleverne altid arbejder med præ-strukturerede problemer, så kan man 
ikke forvente, at de udvikler kompetencer til at kunne strukturere nye komplekse situationer. Derudover vil 
dét at kunne gennemføre en ”fuldstændig” modellering være en motiverende faktor.  
Den atomiske tilgang, hvor fokus er på udviklingen af delkompetencerne: matematisering (c) og 
matematisk analyse (d). Et argument for denne tilgang er, at aktiviteterne, som udøves i forbindelse med 
brug af disse delkompetencer, kan ses som en måde at lære matematik på. Igennem disse aktiviteter 
anvendes matematiske begreber, og disse giver nye meninger for eleverne. 
På RUC har man gennemført et forløb, hvor de studerende gennemførte 6 miniprojekter á 2 uger, 
hvorimellem der var systematisk undervisning med regulære lektioner og opgaver, herunder arbejde ved 
computere. Under projektarbejderne var der mulighed for en høj grad af dialog med underviseren/vejleder, 
hvilket var prioriteret frem for at have formuleret vejledende spørgsmål i opgaverne. Dette havde man 
positiv erfaring med. Undervisningsformen med kombination af miniprojekter og regulær undervisning gav 
endvidere eleverne mulighed for, at de hver især fik personlig erfaring med matematisk modellering. 
Projektet med bedøvelsesmiddel under kirurgi var et af miniprojekterne.  
 
Theoretical and empirical differentiations…, Rita Borromeo Ferri (2006) 
Artiklen beskriver hvordan elever arbejder med matematiske modeller, og hvilke faser de gennemgår, når 
de laver matematisk modellering. 
Forfatteren opdeler modelleringsmåderne i fire grupper, og beskriver de faser som hver gruppe gennemgår 
i modelleringsprocessen. 
  
Modellering som løftestang for matematik 
3. semester 
Side 110 
Først lister hun faserne op (Ferri, 2006, s. 86): 
 Virkelig situation (RS) [Real Situation] 
 Situations model (SM) [Situation Model] 
 Mental repræsentation af situationen (MRS) [Mental Representation of the Situation] 
 Virkelig model (RM) [Real Model] 
 Matematisk model (MM) [Mathematical Model] 
SM og MRS er egentlig det samme, men er navngivet forskelligt afhængig af forfatterne til tidligere artikler. 
De fire grupper som modelleringsmåderne er blevet opdelt i er: 
1. RS  SM/MRS  RM  MM 
2. SM/MRS + RM  MM 
3. RS  RM  MM 
4. RS  MM 
En detaljeret beskrivelse af de fire grupper følger her: 
Gruppe 1: 
Denne måde at foretage modellering på, fokuserer på de kognitive processer som eleverne gennemgår 
under modelleringsforløbet. Derfor er SM fasen med. Denne fase handler om at forestille sig situationen (få 
en mental forestilling omkring situationen), og er typisk anvendt sammen med tekstopgaver. I et arbejde af 
Blum/Leiss (2005) er der redegjort for, at SM fasen er den mest vigtige i modelleringsforløbet, da det er i 
dét at eleven skal gå fra den virkelige situation (RS) og over til situationsmodellen (SM), at eleven opnår 
forståelse. 
Typen af modelleringsopgaver der kommer ind under gruppe 1 er simple (ikke komplekse) opgaver. 
Gruppe 2: 
Sammenlignet med gruppe 1 opdelingen, springes RS fasen over i denne gruppe 2 opdeling. Fortalerne for 
denne beskrivelse af modelleringsfaser godtgør den manglende RS fase med, at SM fasen netop indeholder 
det beskrevne (altså en tekstopgave). 
Gruppe 3: 
SM/MRS faserne er ikke med i denne opdeling, men ses som noget der hænger sammen med RM fasen 
(eller er det samme som RM fasen). 
Gruppe 4: 
I denne opdeling er der kun virkelig situation (RS) og matematisk model (MM). Det er typisk realistiske og 
komplekse modelleringsopgaver der udføres i gruppe 4 opdelingen. Det godtgøres med en udtalelse som: ”I 
anvendt matematik skelner man ikke mellem en virkelig model og en matematisk model, men ser på 
modelleringsopgaven som en overføring fra den virkelige verden til et matematisk problem.” (Kaiser, 2005) 
(Ferri, 2006, s. 89). 
Efter præsentationen af de fire grupperinger giver forfatteren en kommentar omkring modelleringsfaserne. 
For eksempel kan dét at opdele modelleringsfaserne teoretisk, gøre det svært at udføre i praksis (Ferri, 
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2006, s. 90). Desuden er det ikke hensigtsmæssigt at have en modelleringsmetode til undervisning, og en 
anden modelleringsmetode til forskning – de kunne måske være en og samme metode. 
Forfatteren beskriver den undersøgelse hun har foretaget i tre forskellige tyske gymnasieklasser, hvor hun 
har fulgt i alt 65 elever, der udførte modelleringsopgaver. Forfatterens hensigt var at finde ud af hvordan 
eleverne greb modelleringsopgaverne an, og deres vej til løsning af opgaven. 
Der opstilles en grafisk beskrivelse af modelleringsprocessen, set ud fra et kognitivt synspunkt. Dette ses på 
Figur 75. 
 
Figur 75 Modelleringsprocessen set ud fra et kognitivt synspunkt [Gengivet fra (Ferri, 2006, s. 92)] 
Den kognitive modelleringsmodel består af seks faser. Det er: 
A. Virkelig situation (Real situation) 
B. Mental repræsentation af situationen (Mental reprensentation of the situation) 
C. Virkelig model (Real model) 
D. Matematisk model (Mathematical model) 
E. Matematiske resultater (Mathematical results) 
F. Virkelige resultater (Real results) 
Overgangene mellem faserne beskrives som: 
1. Forstå opgaven (fra fase A til B) 
2. Simplificer og strukturer opgaven (fra fase B til C) 
3. Matematisering (fra fase C til D) 
4. Brug af matematiske kompetencer (fra fase D til E) 
5. Fortolkning (fra fase E til F) 
6. Validering (fra fase F til A) 
I overgangene 2 og 3 bruges viden fra den virkelige verden (Extra-mathematical knowledge). 
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Omkring validering af resultaterne bemærkes det, at eleverne kan ”føle” at resultaterne er forkerte, ud fra 
grunde han/hun ikke selv kan forklare, eller fordi de ikke passer ind i elevens forståelse/forforståelse). 
 
A Framework for identifying student blockages…, Galbraith og Stillman (2006) 
Artiklen præsenterer et arbejde med 14-15 årige elever, som har arbejdet med modellering på 2. niveau. 
Matematisk modellering har flere betydninger og roller indenfor matematik: 
 Modellering anvendt som motivation, udvikling af matematiske kompetencer og illustration af 
relevans af matematik  
 Modellering med det formål at opnå et matematisk produktivt produkt for et problem fra den 
virkelige verden. 
Galbraith og Stillman beskæftiger sig med det sidste, hvor deres formål er at støtte udviklingen af elevers 
modelleringskompetencer. De opstiller følgende diagram (Figur 76), som illustrerer faser og aktiviteter i en 
modelleringsproces: 
 
Figur 76 Gengivet fra (Galbraith & Stillman, 2006, s. 144) 
 
For at komme imellem de forskellige faser, er flg. aktiviteter nødvendige: 
A -> B: Forståelse, strukturering, forenkling samt tolkning af sammenhæng 
B -> C: Antagelser, formulering og matematisering 
C -> D: Matematisk arbejde 
D -> E: Tolkning af matematisk output 
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E -> F: Sammenligning, kritik og validering 
F -> G: Kommunikation, begrundelse og rapportskrivning (hvis modellen anses for tilfredsstillende) 
Ellers  
F -> G: Gentagelse af modelleringsprocessen 
Forfatterne har studeret elevers arbejde i aktiviteterne imellem faserne i modelleringsprocessen, hvor de 
har anvendt tekniske hjælpemidler til at skabe overblik over målinger, optegne grafer mv. Undersøgelserne 
er lavet i samarbejde imellem Australske universiteter, 6 skoler og Texas Instruments. 
Ved en aktivitet fik nogle elever en opgave, hvor de skulle undersøge, hvordan man på smarteste måde 
gennemførte et løb, hvortil der var givet et konkret regelsæt, der gik ud på, at man for at komme fra gate 1 
til gate 2 skulle passere en af 18 mellemstationer, og at hver mellemstation kun måtte bruges af én løber.   
Eleverne skulle gennemføre en modelleringsproces jf. figuren pkt.  A-F (benævnt 1-5 i den beskrevne 
situation), hvor processerne indeholdt interaktioner imellem modellering, matematiske sammenhænge og 
tekniske hjælpemidler, og det var formålet at identificere og fjerne de blokeringer, som opstod imellem 
faserne. Eleverne blev hjulpet igennem opgaven ved, at der var konkrete indledende spørgsmål som f.eks.: 
 ”Beregn den totale længde af løbet, hvis man vælger stationen tættest på hjørne A”  
 ”Lav en tabel i din lommeregner som viser længden af løbet for 18 løbere, som hver vælger en af 
stationerne, og tegn en graf som viser den totale længde af løbet, hvis man løber via forskellige 
stationer” 
 ”Observer jeres graf og svar på flg. spørgsmål …” 
 ”Hvad er den algebraiske ligning, som repræsenterer grafen?” 
 ”Hvis du måtte tilføje et pkt. 19, hvor ville du så placere det?” 
Der er lavet en figur (Galbraith & Stillman, 2006, s. 147) med oversigt over de blokeringer, som opstod 
igennem processerne.  
Imellem faserne B-C observerede man, at det var væsentligt, at eleverne havde styr på brugen af de 
tekniske hjælpemidler (Galbraith & Stillman, 2006, s. 146) og forståelsen af sammenhængen imellem 
grafen på grafregneren og de punkter, de kunne beregne (Galbraith & Stillman, 2006, s. 149).  For at undgå 
blokeringer i den første fase, viste læreren en geometrisk animation af opgaven for eleverne (Galbraith & 
Stillman, 2006, s. 148). 
Der er blevet lavet tilsvarende undersøgelser med to andre modelleringsopgaver - ”Bungee Jump”, hvor 
nogle piger skulle lave modellering ift. udspringshøjde og antallet af elastikker samt ”Skud på mål”, hvor der 
skulle foretages modellering for at kunne beregne, i hvilken position det var optimalt af affyre en bold imod 
målet på en fodboldbane, hvis man kom løbende langs sidelinjen. I modelleringsopgaven ”skud på mål” 
skulle eleverne beregne den vinkel, hvorimellem bolden skulle affyres, for at denne ramte indenfor 
målstolperne.  De skulle således anvende variabelbegrebet og omregne imellem en afstand og deraf 
beregne to vinkler. De skulle ligesom i opgaven med løbet anvende tekniske hjælpemidler. To elever kom 
selvstændigt frem til, at den graf, som de optegnede med grafregneren ud fra en beregnet 
funktionsforskrift, var korrekt, fordi at den var sammenfaldende med de punkter, de havde optegnet. De 
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samme elever havde dog svært ved at forstå næstsidste skridt i modelleringscyklussen, matematisk løsning 
=> betydning af løsningen i den virkelige verden, hvilket forfatterne slutter af elevernes svar på spørgsmålet 
samt ud fra, at de afleverede facit for både vinkler og afstand med seks decimaler (Galbraith & Stillman, 
2006, s. 157).    
Forfatterne afslutter med at opsummere nogle generelle observationer ved deres undersøgelser (Galbraith 
& Stillman, 2006, s. 158-160): 
 For at hjælpe eleverne med det første skridt A  -> B (messy real world situation -> real world 
problem statement) er det gavnligt at hjælpe eleverne med at forstå  den virkelige situation og 
kontekst,  f.eks. med visning af video, computer repræsentationer eller lignende 
 B -> C (real world problem statement -> maths model) er kendt som en af de mest udfordrende 
dele af modelleringscyklussen.  At identificere variable og opstille algebraiske ligninger er en 
udfordring, ligesom det er en nødvendighed, at de studerende behersker og forstår anvendelsen af 
deres tekniske hjælpemidler, hvis de skal kunne strukturere nogle data. 
 C -> D (maths models -> maths solution) udfordrer eleverne i forbindelse med algebraiske 
sammenhænge, ligesom det her er et problem, hvid eleverne ikke behersker brugen af tekniske 
hjælpemidler som regneark og graftegning. 
 D -> F (maths solution -> real world meaning af solution), hvor eleverne skal tolke det matematiske 
output, har ofte vist sig at være mere kompleks end forventet, idet elevernes forestillinger om 
givne sammenhænge, som kan have været forskellige fra den faktiske model, spiller ind 
 I processen F -> E (real world meaning af solution -> evaluation) er det svært at vurdere, om 
modellen svarer på de problemformuleringen i alle dens udstrækninger, ligesom muligheden for at 
kontrollere (validere) modellem kan være svær, ikke mindst af tidsmæssige årsager i skolen, hvor 
der ofte kun er mulighed for at gennemløbe én cyklus i modelleringsmodellen.  
Galbraith og Stillman afslutter med at præcisere vigtigheden af, at elever har visse matematiske og tekniske 
færdigheder, når de skal arbejde med modellering. Det er væsentligt, at eleverne forstår brug af tabeller og 
funktioner og disses sammenhænge med grafoptegninger, samt at de forstår og behersker anvendelsen af 
tekniske hjælpemidler, så fokus kan være på selve modelleringsprocessen. 
 
Emergent modelling as a precursor to mathematical modeling, Gravemeijer 
(2007)  
(Emergent modellering som en forløber for matematisk modellering) 
Med emergent modellering, som artiklen handler om, menes, at man i matematik løser opgaver, som er 
designet til, at elever over en længere periode udvikler abstrakt matematisk tankegang.  Modsat dette er 
situationer med matematikopgaver, hvor elever skal anvende formel abstrakt viden til at indse 
sammenhænge imellem praktiske problemer og abstrakt tankegang. 
Emergent modellering har samme tilgang til udvikling/konstruktion af matematisk tankegang hos eleverne 
ved løsning af modelleringsopgaver som modelfremkaldende aktiviteter i henhold til (Lesh & Doerr, 2003), 
hvor man med emergent modellering har fokus på en læringsproces, som foregår over en længere periode.  
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Udtrykket ”emergent modelling” har rødder i beskrivelsen af teorien om ”realistic mathematics education” 
(RME), og var oprindeligt udviklet som et alternativ til den sædvanlige brug af didaktiske modeller, for at 
gøre den abstrakte matematik mere tilgængelig for eleverne. Set med et konstruktivistisk perspektiv 
afhænger den mening, som man kan få ud af en given præsentation, af hvordan modtageren forstår 
budskabet. Viden kan ikke overføres uforandret fra underviser til elev, men skal skabes i en dynamisk 
proces.  
Der skelnes imellem fire forskellige aktivitetsniveauer: 
1. Aktiviteter i opgavestillelsen (fortolkninger og beslutninger afhænger af forståelsen) 
2. Refererende aktiviteter (modellen er ”model-of” de studerendes strategier, som afhænger af 
aktiviteter beskrevet i instruktionen) 
3. Generelle aktiviteter (modellen er ”model-for” en helhed i sig selv og giver mening i en ramme af 
matematiske relationer)  
4. Formel matematisk ræsonnement (ikke længere afhængig af modellens støtte i forhold til at forstå 
matematiske relationer) 
Bevægelsen igennem de fire niveauer følger elevernes tankemæssige udvikling. 
I artiklen gives eksempler på dataanalyse. I første eksempel skulle nogle 7. klasses elever anvende et 
brugervenligt software for dataanalyse, som skulle være designet, så det var let at anvende. Dette var 
imidlertid ikke tilfældet, det var kun brugervenligt for erfarne dataanalytikere. Man designede derfor et 
software, som kunne anvendes til forberedende dataanalyse på elementært niveau. 
Efterfølgende vises grafiske repræsentationer, som er lavet med det forenklede software: 
Sammenligning af levetid for to forskellige batterityper (Figur 77): 
 
Figur 77 Gengivet fra (Gravemeijer, 2007, s. 141) 
 
Bilers hastighed før og efter en fartkontrol (Figur 78): 
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Figur 78 Gengivet fra (Gravemeijer, 2007, s. 142) 
 
Bilers hastighed før og efter en fartkontrol, opdelt i fire lige store grupperinger (Figur 79): 
 
Figur 79 Gengivet fra (Gravemeijer, 2007, s. 142) 
 
De grafiske repræsentationer var så enkle, at eleverne kunne indse nogle karakteristika, herunder 
middelværdi, spredning, kvartiler og median.  Ved skifte fra den første til den anden præsentation (Figur 78 
til Figur 79) af bilernes hastigheder, ses et skift fra ”model-of” et sæt målinger til en ”model-for” et sæt 
målinger, idet eleverne begyndte at ræsonnere vedrørende forskellige karakteristika. 
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Beyond Constructivism. Models and Modeling…, Lesh og Doerr (2003) 
(Længere udover konstruktivisme /dybere end konstruktivisme - Modeller og modelleringsperspektiver om 
matematisk problemløsning, læring og undervisning) 
Forskningen i, hvordan inddragelse af løsning af dagligdags problemstillinger kan støtte læring af 
matematik, har vist, at denne tilgang til matematikundervisning og læring har gavnet mange elever, 
heriblandt elever som havde lange historier om dårlig præstation i skolen. Denne forskning begyndte 25 år 
tidligere (før 2003), og der har siden været arbejdet med, hvordan man kan indarbejde dette i 
undervisningen, herunder arbejdet med modeller og modellering.  
Forfatterne beskriver tre eksempler på problemløsende aktiviteter, som de kalder modelfremkaldende 
aktiviteter. Disse aktiviteter har været gennemført ved, at eleverne fik konkrete oplysninger og viden om 
en meningsfuld situation, som de skulle modellere. Disse informationer blev givet som forklarende 
baggrundsviden uden brug af matematiske symboler mv. som man vidste, at de studerende ville have 
problemer med at få mening ud af. Forfatterne illustrerer forskellen på matematisering af en meningsfuld 
situation versus dekodning af en model. Dette ses på Figur 80. 
 
Figur 80 Gengivet fra (Lesh & Doerr, 2003, s. 4) 
De tre situationer, hvor eleverne skulle matematisere meningsfulde situationer var følgende: 
A: The Big Foot Problem: En gruppe elever blev præsenteret for et fodaftryk og skulle ud fra dette udvikle 
en model, som kunne sige noget om personens højde ud fra aftrykket. Forinden var de studerende blevet 
forberedt ved at læse og diskutere avisartikler om en berømt tracker, som hjalp politiet med at finde 
forsvundne personer ved sporsøgning. Man ønskede, at eleverne igennem arbejde 
medmodelleringsopgaven skulle ræsonnere sig frem til en forståelse af proportionalitet. 
B. The Volleyball Problem: Eleverne skulle  formulere et indeks, som kunne anvendes til  at beskrive nogle   
pigers evne til at spille volleyball. Dette indeks skulle anvendes til at sætte hold ud fra nogle prøver og 
målinger, som skulle anvendes til beregnings af indeks. Eleverne skulle således konstruere en model, som 
kunne kvantificere forskellige kvalitative data, som skulle vægtes, herunder spillernes højde, lodret 
springhøjde, løbetid ved 40m løb, serve resultater, spike resultater og trænernes kommentarer. Forinden 
havde eleverne læst nogle artikler om sommer volleyball camp og diskuteret de problemer, som ligaen 
Modellering som løftestang for matematik 
3. semester 
Side 118 
havde, fordi at de ikke havde en systematisk procedure til at opdele pigerne efter teams med 
evner/niveau. Eleverne skulle formulere et brev, som forklarede, hvad de var kommet frem til. 
C. The Paper Airplane Problem: Eleverne skulle undersøge, hvordan man bedst byggede papirflyvere med 
bestemte egenskaber. Forinden skulle de læse en artikel om forskellige typer af papirflyvere, og de skulle 
bygge og testflyve nogle, som ad forskellige flyveruter skulle ramme et bestemt mål.  Ud fra disse forsøg 
skulle de formulere et brev til andre elever om forskelligt konstruerede papirflyveres karakteristika. 
Forfatterne karakteriserer modeller som nogle konceptuelle systemer, der kan anvendes til at konstruere, 
beskrive eller forklare et andet system. Dette system kan så måske manipuleres, når modellen er kendt. 
Modeller anvendes i utallige situationer både til forklaring af naturvidenskabelige hændelser, økonomi og 
statistik og kognitiv psykologi. Forfatterne sammenligner disse modeller med de modeller, som børn 
udvikler for at få en mening ud af deres egne dagligdags erfaringer. 
Forfatterne viser et overblik over det konceptuelle system på Figur 81, hvor de øverste tre skraverede 
repræsentationer betegnes som ”de tre store”, som oftest anvendes på gymnasie- og universitetsniveau, 
og de hvide repræsentationer anvendes i de lavere klasser. 
 
Figur 81 Gengivet fra (Lesh & Doerr, 2003, s. 12) 
 
Forfatterne argumenterer for vigtigheden af, at modellering indgår i matematikundervisning. Vi ser 
modeller overalt i aviser mv. som anvendes til forklaring og beskrivelse af forskellige situationer, og 
modeller anvendes i forbindelse med politiske beslutninger. Skal man f.eks. købe en bil og have den 
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finansieret, kræver det, at man er i stand til at gennemskue finansieringsmodellerne, for at man kan vælge 
den rigtige løsning og undgå at blive snydt af forhandlerne. At tænke matematisk handler derfor om, at 
man skal kunne konstruere, beskrive og forklare i mindst lige så høj grad som man skal kunne regne.   
Forfatterne beskriver fire faser, som indgår i en modelleringscyklus. Disse ses på Figur 82. 
 
Figur 82 Gengivet fra (Lesh & Doerr, 2003, s. 17) 
Det vil ofte være nødvendigt at gennemføre flere modelleringscykler og tests ved større 
modelleringsopgaver. 
Observationer af elevers arbejde med modelleringsopgaverne A, Bog C viste, at de var i stand til at arbejde 
med og argumentere ud fra størrelsesforhold, uden at de forinden havde fået undervisning i dette. Ifølge 
udviklingspsykologer kræver det normalt lang tid at opnå fortrolighed med proportionalitetsbegrebet, som 
eleverne i eksemplet nåede frem til på egen hånd i løbet af ca. en time.   
At eleverne argumenterer ud fra størrelsesforhold i et modelleringsforløb er selvfølgelig ikke det samme 
som, at de har opnået fuld fortrolighed med begreberne, men man må kunne forvente, at det vil gå 
nemmere at aktivere denne tankegang, næste gang de støder på et problem, hvor det er aktuelt at 
anvende. Det tyder derfor på, at der med designede modelleringsforløb kan opnås traditionel 
matematiklæring uden traditionel undervisning.  
For eleverne, som blev observeret i undersøgelsen, så man, at de var i stand til at udvikle eller modificere, 
forfine og tilpasse den nødvendige matematik på et niveau, der lå udover, hvad man kunne forvente af 
elever på deres niveau. Man observerede dog også, at disse elever ikke umiddelbart kunne overføre deres 
matematiske erfaringer fra ét modelleringsproblem til det næste, selvom den underliggende matematik var 
den samme (Lesh & Doerr, 2003, s. 22-27). 
Forfatterne påpeger, at forskning af arbejde med modelfremkaldende aktiviteter viser, at udviklingen af 
evnen til forstå proportionalitetsbegrebet viser sig som en gradvis stigning af en lokal kompetence frem for 
manifestationer af generelle kognitive strukturer, samt at elevernes forståelse af en given matematisk 
konstruktion forøges med variation af repræsetationsformer (Lesh & Doerr, 2003, s. 28). 
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Udover udviklingen af modelfremkaldende undervisningsaktiviteter har underviserne brug for at udvikle 
modeller til at iagttage og forstå elevernes måde at tænke på ved arbejde med modelfremkaldende 
aktiviteter, således at de kan støtte eleverne samt at udvikle procedurer og systemer for at vurdere 
kvaliteten af elevernes arbejde (Lesh & Doerr, 2003, s. 32). 
Forfatterne beskriver nogle forslag til konkrete modeludviklende aktiviteter. De fremhæver, at det er en 
fordel, at eleverne stilles en opgave, hvor de selv viden om og med erfaring fra hverdagen kan indse, at der 
er brug for at konstruere det, som de bliver bedt om. 
Forfatterne anvender begreberne ”ren matematik” og ”anvendt matematik”.  Ved arbejde med ren 
matematik undersøger man systemerne for deres egen skyld, og man kan konstruere, transformere og 
udforske deres strukturelle systemer. Ved anvendt matematik anvendes den rene matematik til at 
konstruere, beskrive, forklare, forudsige og manipulere andre systemer. 
Zoltan Dienes (1960), som var en af de mest kreative matematiske undervisere, havde fokus på konkret-til-
abstrakt i forbindelse med udviklingen af børns matematiske evner. Han understregede fire principper 
(Lesh & Doerr, 2003, s. 37-38): 
1. Konstruktionsprincippet: Mange af de vigtigste konstruktioner i elementær matematik konstrueres 
ud fra systemer af operationer og relationer, som skal læses ind i en given sammenhæng, før 
systemet kan konstrueres. 
2. Multi-udformningsprincippet: Et barn / en elev skal hjælpes til at tænke på ligheder og forskelle i 
forskellige konstruktioner 
3. Dynamisk princip: Det er vigtigere at fokusere på mønstre og regelmæssigheder end isolerede 
informationer. 
4. Det perceptuelle(opfattelsesmæssige) variabilitetsprincip: Når man vælger en måde at udføre en 
model på, udvaskes nogle karakteristika, mens andre fremhæves. Udformningen af modellen bør 
illustrere de mest vigtige strukturelle karakteristika for det modellerede system. 
En del undervisere anvender Dienes’ undervisningsmaterialer, uden at undervisningen gennemføres ud fra 
hans teorier. F.eks. gennemgås eksempler, mens de aktiviteter, hvorigennem eleverne selvstændigt 
(dynamisk) skulle konstruere systemer, udelades. Eksemplerne bliver derfor til nogle konkrete 
udførelsesformer på, hvordan en given opgave kan løses (Lesh & Doerr, 2003, s. 40). For at gøre det lettere 
anvendeligt, foreslår forfatterne, at eleverne kan arbejde med noget, de kender fra deres hverdag,   
For at skabe simuleringer, som giver eleverne lyst til at arbejde med og mulighed for at udvikle sig igennem 
arbejdet, er flg. seks principper væsentlige: 
1. Situationerne skal være meningsfulde for eleverne: deres nysgerrighed skal vækkes, og deres 
bidrag til løsninger skal tages seriøst - de skal ikke tvinges til at tænke som læreren 
2. Modelkonstruktionsprincippet: eleverne skal kunne indse behovet for en model, og underliggende 
mønstre og regelmæssigheder skal være i fokus 
3. Selvevalueringsprincippet: eleverne skal kunne vurdere deres egne resultater 
4. Modelexternalizationsprincippet: er det krævet, at eleverne udtrykkeligt forklarer, hvordan de 
tænker om situationen / systemet? 
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5. Princip om simpel prototype: er situationen så simpel som muligt, samtidig med at den viser behov 
for en model? 
6. Modelgeneraliseringsprincippet: kan modellen anvendes i en bred sammenhæng eller kun i en 
enkelt situation? 
 
Forfatterne viser skemaet på Figur 83 for organisering af modelfremkaldende undervisnings-sekvenser. 
 
Figur 83 Gengivet fra (Lesh & Doerr, 2003, s. 45) 
Det er væsentligt, at eleverne selv gør sig overvejelser og antagelser, når de arbejder med modellering. I 
eksemplet med vurdering af volleyballspillerne, skal der f.eks. tages stilling til, om forskellen på 4 sekunder 
og 5 sekunder i forbindelse med løb skal behandles på samme måde som forskellen på 5 sekunder og 6 
sekunder, eller om et 15’’ spring er halvt så godt som et 30’’ spring (Lesh & Doerr, 2003, s. 48). 
Erfaringer har vist, at elever, som ligger under middel, ofte klarer sig overraskende godt, når de arbejder 
med modelfremkaldende aktiviteter. 
Både kognitive og sociale aspekter er væsentlige i forbindelse med modeludviklende aktiviteter. Det er 
derfor vigtigt, at eleverne både arbejder med konkrete materialer samt i grupper, så de oplever både elev-
elev interaktion og elev-lærer interaktion (Lesh & Doerr, 2003, s. 51). I modeladapterenituationer arbejder 
eleverne ofte individuelt (Lesh & Doerr, 2003, s. 57). 
Modellering som løftestang for matematik 
3. semester 
Side 122 
At modelfremkaldende aktiviteter hjælper eleverne til at lære skyldes bl.a., at de bringes i situationer, hvor 
de selv udtrykker sig, tester og modificerer deres egen måde at tænke på, og de har lettere ved at adaptere 
deres egen måde at tænke på end underviserens (Lesh & Doerr, 2003, s. 57). 
 
What are modelling competencies?, Katja Maass (2006) 
Artiklen beskriver begrebet ”Modelleringskompetence”.  Dette gøres gennem et arbejde med et studie 
baseret på følgende spørgsmål: 
1. Hvordan ændrer elevers matematiske beliefs sig i forbindelse med matematikundervisning der 
involverer modelleringsopgaver? 
2. I hvor høj grad bliver elever i stand til selv at udføre modelleringsprocessen selv, efter sådan 
matematikundervisning? 
3. Hvad er modelleringskompetence? 
4. Hvilken sammenhæng er der mellem matematisk beliefs og modelleringskompetence? 
 
Forfatteren præsenterer sin grafiske model over modelleringsprocessen. Dette ses på Figur 84. Her ses, at 
der laves en ”virkelig” model (dvs. en model i den virkelige verden), før denne matematiseres og bliver til 
en matematisk model. 
 
Figur 84 Forfatterens grafiske model over modelleringsprocessen (gengivet fra (Maass, 2006, s. 115)) 
 
I forhold til matematiske kompetencer til den matematiske modellering, listes kompetencer indenfor fem 
grupper op (Maass, 2006, s. 116). Disse grupper repræsenterer hver en del i modelleringsprocessen: 
 Forstå et problem fra den virkelige verden, og lave en ”virkelig” model. 
 Lave en matematisk model ud fra den ”virkelige” model. 
 Løse matematiske opgaver med den matematiske model. 
 Fortolke de matematiske resultater i den virkelige verden. 
 Validere løsningen. 
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Forfatteren henviser derudover til Mogens Niss’ kompetenceopdeling i tre dimensioner fra KOM rapporten 
(Niss & Jensen, 2002, s. 65): 
 Dækningsgrad: I hvor høj en grad er de dele en kompetence består af, blevet dækket af personen. 
 Aktionsradius: I hvor mange sammenhænge og situationer personen kan bringe kompetencen til 
anvendelse i. 
 Teknisk niveau: I hvor teknisk avanceret en situation personen kan aktivere kompetencen overfor. 
I forhold til at undersøge modelleringskompetencen inddrages metakognition (dvs. viden om hvordan man 
selv tænker samt håndtering af sine tanker). Der henvises til (Schoenfeld, 1992, s. 355), som beskriver, at 
forskellen mellem en ekspert og en begynder er, at eksperten bruger metakognition til at komme frem til 
en løsning på kortere tid end begynderen. Begynderen vil bare prøve sig frem uden egentlige strategier. 
Forfatteren lister syv dele op omkring metakognition i forbindelse med modelleringskompetencen (Maass, 
2006, s. 118). 
Forfatteren udførte en praktisk undersøgelse i to tyske 7. klasser på den samme skole. Eleverne blev opdelt 
i grupper, og hver gruppe blev præsenteret for de følgende modelleringsopgaver: 
 Hvor stor er overfladearealet på en Porsche 911? 
 Hvor mange mennesker er der i en 25 km lang bilkø? 
 Hvordan kan man tydeligt se sit månedlige mobiltelefonforbrug og prisen derfor? 
 I hvor høj grad kan byens fjernvarme dækkes med solfangere på tagene? 
 Hvor højt kan en hoppebold hoppe, når den tabes fra en højde på 10 meter? 
I artiklen beskrives modelleringen af overfladearealet på en Porsche 911 (Maass, 2006, s. 121-123). 
Eleverne får at vide, at overfladearealet skal findes, da Porsches udviklingsafdeling skal have beregnet 
omkostningerne ved at male bilen. Denne opgave er valgt, da det er en opgave fra det virkelige liv, og 
opgavens kontekst er let at forstå (også for en elev i 7. klasse). Selvom eleverne kun går i 7. klasse, er de 
alligevel i stand til at anvende forskellige tilgange til at løse opgaven. Derudover har opgaven også den 
egenskab, at den er interessant især for drengene, der godt kan lide biler. 
Eleverne fik udleveret en tegning af bilen med mål (se udsnit af denne tegning Figur 85). Det fik eleverne til 
at ”klage” over at der ingen enheder var på de opgivne mål. De valgte så at antage, at målene var i enheden 
cm, indtil en elev fik omregnet fra cm til meter, og var skeptisk overfor en 44 meter lang Porsche 911! 
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Figur 85 Tegning over Porsche 911. Udsnit gengivet fra (Maass, 2006, s. 122) 
 
Eleverne kom frem til fem forskellige løsningsstrategier i forhold til at finde overfladearealet (Maass, 2006, 
s. 123). Det var: 
1. Antage at Porsche’n er kasseformet, og udregne overfladearealet for en kasse der er stor nok til at 
bilen kan være inden i den. 
2. Antage at Porsche’n er kasseformet, men anvende en kasse der kun er den halve højde af bilen, da 
vinduer ikke skal males. Da dækkene og hjulene heller ikke skal males, kan kassens højde gøres 
endnu lavere. 
3. Opdele Porsche’ns overflade i tre- og firkanter. Hvert af disse arealer kan beregnes, og summeres 
op til et samlet areal. 
4. Finde en rigtig Porsche og dække den med papir. Herefter måles arealet af papir. 
5. Ringe til Porschefabrikkerne. 
Grupperne arbejdede videre med de tre første strategier, og efterfølgende præsenterede de deres 
resultater for hinanden. De blev herefter klar over, at deres løsninger ikke var særlige præcise, og ingen af 
dem havde et svar de kunne kalde rigtig eller forkert; de havde lavet en model med en given opløsning. 
Eleverne diskuterede efterfølgende med læreren omkring nøjagtigheden af deres udregninger. Nogle 
grupper afleverede et svar som: 12,1234345 m2, selvom der var tale om en upræcis model. Derfor skal det 
beregnede resultat også afrundes passende.  
Til slut ønskede eleverne at vide hvordan Porschefabrikkerne selv udregnede overfladearealet. Som svar fik 
de at vide, at det skete via CAD programmerne, der faktisk gjorde anvendelse af metoden med at opdele 
overfladen i små dele, der så summeres op. 
Forfatteren beskriver herefter de test hun har udført på klasserne i forhold til at besvare sine spørgsmål 
(Maass, 2006, s. 124-128). 
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Resultatet af forfatterens arbejde med eleverne var, at hun opdagede at selv 7. klasses elever kan udvikle 
modelleringskompetencer (Maass, 2006, s. 128). Undervejs med testene og elevernes 
modelleringsopgaver, fandt hun, at nogle af eleverne lavede fejl i modelleringsprocessen. Det kunne for 
eksempel være, at en elev selv skulle estimere forholdet mellem en persons hoved og hele personens 
højde, som resulterede i forholdet 
1
31
. Et andet eksempel er hvordan en elev misforstår fortolkningen af 
udsagnet: ”Der er i gennemsnit 1,2 person i en bil”, som af eleven resulterer i opfattelsen: ”En voksen og et 
barn” eller ”En voksen og en hund” eller ”En voksen og en indkøbspose” (Maass, 2006, s. 130). 
Forfatteren fandt, at efter det 15 måneders forløb hun havde med de to 7. klasser, udviste de fleste af 
eleverne grundlæggende viden omkring matematisk modellering og modelleringsprocessen, samt det at 
kunne validere en model (Maass, 2006, s. 134).  
Forfatteren har lavet en visuel grafik der viser hvordan matematiske modellører kan inddeles. Dette ses på 
Figur 86. 
 
Figur 86 Inddeling af modellører. Gengivet fra (Maass, 2006, s. 138) 
Forfatteren konkluderer i slutningen af sin artikel, at modelleringskompetencer er mere end bare det at 
kunne gennemløbe modelleringsprocessen; Det kræver også metakognitive modelleringskompetencer, at 
kunne strukturere fakta, kompetencer indenfor matematisk argumentering, samt en positiv indstilling til 
det at lave matematisk modellering.  
Det konkluderes også, at i og med at der er så mange delkompetencer forbundet med det at lave 
matematisk modellering, så har undervisere brug for selv at have lært og fået erfaring med matematisk 
modellering, før de er i stand til at undervise i emnet (Maass, 2006, s. 139). 
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Modeling a Crucial Aspect of Students’ Mathematical Modeling, Mogens Niss 
(2010) 
 
Kapitlet omhandler hvordan elever foretager modellering. Der er fokuseret på det der kaldes for ”the key 
aspect” omkring modellering, nemlig selve matematiseringsdelen (Niss, 2010, s. 43). Igennem kapitlet er 
der to spørgsmål der ønskes besvaret:  
1. Hvordan opstår matematiseringen og hvordan anvendes den? 
2. Hvad er de vigtigste udfordringer og forhindringer som eleverne møder i matematiseringsdelen af 
modelleringsprocessen? 
 
Forfatteren til kapitlet introducerer en grafisk repræsentation af modelleringsprocessen (se Figur 87), hvor 
noget fra den virkelige verden (Extra Mathematical Domain) bliver præmatematiseret (Idealized Situation), 
og overføres til den matematiske verden (Mathematical Domain). Her anvendes matematikken til at løse 
problemet, og resultatet føres tilbage til den virkelige verden igen, hvor resultatet skal tolkes og verificeres. 
 
Figur 87 Grafisk model af modelleringsprocessen (gengivet fra (Niss, 2010, s. 44)). 
Der beskrives tre eksempler på modelleringsopgaver, som i hver sin grad repræsenterer 
modelleringsopgaver, men hvor selve modelleringsopgavens indhold varierer fra en næsten ”grydeklar”, 
præmatematiseret situation, til den ret udefinerede af slagsen, hvor modelløren selv må træffe helt basale, 
men vigtige fysiske antagelser før problemet kan matematiseres. 
 
Det koniske glas 
Det første eksempel omhandler et konisk glas. Dette ses på Figur 88. Spørgsmålet der ønskes undersøgt er, 
om et sådant glas er halvt fyldt op, når væsken står 
2
3
 op fra bunden og op, eller om glassets vinkel indvirker 
på hvor højt væsken skal stå, for at give et halvt fyldt glas. 
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Figur 88 Det koniske glas (gengivet fra (Niss, 2010, s. 
45)). 
 
Figur 89 Det koniske glas er er ved at blive 
matematiseret (gengivet fra (Niss, 2010, s. 46)). 
 
For at løse opgaven, laves en matematisk model, hvor matematiseringen opstiller glasset som en kegle med 
radius R og højden H, mens væskestanden i glasset også opstilles som en kegle, men med radius r og højde 
h. Dette ses på Figur 89. 
Herefter opstilles, i det matematiske domæne, de ligninger, der beskriver væskestandens højde i forhold til 
glassets højde, når volumen af væsken er det halve af volumen af glasset. Resultatet udregnes til at: 
ℎ = (
1
2
)
1
3
∙ 𝐻 ≈ 0,79 ∙ 𝐻 
Resultatet føres tilbage til den virkelige verden igen, hvor h  0,79∙H bliver til, at ”Glasset er halvt fyldt, når 
væsken når 79 % af glassets højde”. 
Hvis man går modelleringen igennem ud fra den grafiske model over modelleringsprocessen (Figur 87), så 
er udgangspunktet en genkendelig geometrisk figur; en kegle. Der er altså ikke behov for at skulle igennem 
præmatematiseringsdelen for at kunne starte på at matematisere problemet, da vi i den matematiske 
verden har veldefinerede metoder til at regne på kegler. Når skitsen på Figur 89 er tegnet op, kan man 
begynde at opskrive ligninger for de to kegler.  
Det svære i opgaven er at udvælge hvilke af de fem variabler (R, H, r, h og ) der skal indgå i ligningerne, 
samt at opskrive at 𝑣 =
1
2
∙ 𝑉. Det er en krævende opgave for ”begyndere” indenfor modellering, og kræver 
både fokus på det tekniske såvel som på hvad målet er (Niss, 2010, s. 47). Man har dermed en udfordring 
når man har fået matematiseret sin opgave, i at udvælge de relevante informationer, og foretage den 
nødvendige matematiske behandling af dem. Dette deler forfatteren op i tre vigtige dele: 
1. Udvælgelsen af hvad der er vigtigt, skal baseres på en forventning omkring den efterfølgende 
matematiske problemløsning. 
2. Udvælgelsen af hvad der er vigtigt, skal også ske ud fra hvad den der foretager modelleringen har af 
evner til at følge løsningsstrategien. 
3. Den der foretager modelleringen skal besidde en stor del af den matematiske viden og tekniske 
egenskaber der er involveret i at implementere løsningsstrategien. 
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Daglængde i København 
Det næste eksempel på en modelleringsopgave går ud på, at 12 datasæt med årets daglængder målt den 
21. i hver måned i 2006, bruges til at finde længden af den 4. juli 2006. 
En forsimplet model kan laves ved at plotte de 12 datasæt (fra Tabel 2) i et koordinatsystem, med måneder 
ud af x-aksen, og dagtimer op ad y-aksen. Herefter kan man visuelt inspicere grafen og komme med et bud. 
Plottet ses på Figur 90. 
 
21. i 
måneden 
Antal 
timer 
Januar 7,98 
Februar 10,10 
Marts 12,25 
April 14,62 
Maj 16,60 
Juni 17,73 
Juli 16,67 
August 14,65 
September 12,32 
Oktober 10,05 
November 7,97 
December 7,02 
Tabel 2 Daglængder i København i 2006 
 
 
 
 
 
 
Figur 90 En forsimplet model er et plot af de 12 datasæt med daglængder fra 
den 21. i hver måned (gengivet fra (Niss, 2010, s. 48). 
 
Der laves nu fire antagelser: 
1. Data kommer fra en periodisk funktion af heltal, med periodetiden 12 måneder. 
2. Funktionen er en afgrænsning af en funktion med periodetiden 12 på den reelle tallinje. 
3. Funktionen antages at have minimum til t=12, og maksimum til t=6. 
4. Funktionen antages at være en sinusfunktion af formen: l(t) = a ∙ sin(b∙t + c) + d, hvor a > 0.  
Her er l = dagsmængde målt i timer, og t er tidspunktet målt i dage. 
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Den sidste antagelse er den ”hårdeste” antagelse, da det angiver hvilken form den matematiske model vi vil 
følge. 
For at færdiggøre matematiseringsprocessen, skal den generelle model, baseret på den i antagelse 4 valgte 
funktion, gøres specifik. Dette gøres ved at finde/beregne de fire parametre: a, b, c og d (Niss, 2010, s. 49). 
Herefter er problemet blevet matematiseret, og den specifikke model er klar: 
𝑙(𝑡) =
1
2
∙ (17,53 − 7,02) ∙ sin (
𝜋
6
∙ 𝑡 −
𝜋
2
) +
1
2
∙ (17,53 + 7,02) 
Svaret på spørgsmålet findes ved at indsætte t = 6,433 i modellen, og resultatet giver 17,39 (6,433 fordi fra 
den 21. juni til den 4. juli er der 13 dage, og 6 +
13
30
≈ 6,433). Resultatet tages med tilbage til den virkelige 
verden, hvor 17,39 timer oversættes til 17 timer og 23 minutter. 
Det beskrives herefter hvilke specifikke matematiske og tekniske færdigheder der gøres brug af, vor at 
kunne lave modellen og efterfølgende foretage beregningen af dagslængden (Niss, 2010, s. 49-51). Hvis 
man ikke havde startet med at lave et dataplot, kunne man ikke se at datasættene gav periode-formen. Og 
hvis man for eksempel ikke var bekendt med sinusfunktionen, var den ikke blevet taget ned fra hylden og 
anvendt som ”motor” i den matematiske model. Det kræver dermed god indsigt i både matematik og fysik 
at kunne lave en model. 
Stemning af et klaver 
Det tredje eksempel går på at besvare påstanden: ”Det er umuligt at stemme et klaver med absolut 
præcision”.  
I dette eksempel demonstreres hvordan matematik i det hele taget kommer ind i billedet omkring emnet, 
samt at man igen er nød til at gøre sig nogle antagelser, for at kunne lave den matematiske model. Ved de 
to foregående eksempler var en del af præmatematiseringen allerede udført, men i dette eksempel er 
dette ikke gjort. Man skal dermed selv gøre sig antagelser og have indsigt i den fysiske del der har med 
toner og svingninger at gøre. 
Det opsummeres, at for at kunne lave en matematisk modellering, skal problemet matematiseres. Nogle 
gange er det ligetil, da præmatematiseringen allerede er foretaget (direkte eller indirekte), men det i andre 
situationer kræver mere arbejde og stor indsigt at foretage præmatematisering og matematisering. 
Når man skal igennem matematiseringsprocessen, er der tre dele man skal være ekstra opmærksom på 
(Niss, 2010, s. 56): 
1. Når opgaven fra den virkelige verden skal matematiseres, foretages idealiseringen hvor de vigtige 
og centrale dele udvælges; det er dem der skal med over i det matematiske domæne. 
2. Når man skal til at matematisere, skal man udvælge den matematiske repræsentation der ”fanger” 
situationen. Dette kræver, at man kender til den relevante matematiske repræsentation (for 
eksempel funktionstype) fra tidligere matematiske erfaringer man har gjort sig. 
3. Man skal kunne forestille sig hvordan det valgte matematiske værktøj vil fungere i forhold til 
modellen og hvordan det kan give svar på de spørgsmål der er stillet. 
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Der stilles følgende spørgsmål: ”Hvordan kan elever lære at forestille sig at bruge deres matematiske viden 
til at modellere med, før de har lært at modellere”? (Niss, 2010, s. 57). Det vil ifølge (Sfard, 1991) være 
umuligt, da et matematisk begreb først skal reificeres før der kan bygges et nyt begreb ovenpå det. Der 
henvises til to forskellige tilgange til at løse dette paradoks. Det er henholdsvis ”Emergent modeling” og 
”Model-eliciting activities”. 
 
Models and Modelling in Mathematics Education, Mogens Niss (2012) 
Når matematikken anvendes i ”virkelighedens verden”, sker det via en model. Når man skal lave sin model, 
skal man beslutte hvilke enheder fra ”virkelighedens verden” der skal med over i ”matematikkens verden”. 
Når man så har foretaget udregningerne i matematikkens verden, skal resultatet tilbage til ”virkelighedens 
verden” og her fortolkes og evalueres.  
Når modellen laves, fravælges de parametre der synes mindst betydningsfulde for modellens virke, således 
modellen bliver en simplificering af virkeligheden. 
Man kan beskrive processen ved at sige, at man har en opgave i ”virkelighedens verden” D, som skal 
oversættes til ”matematikkens verden” M. Dette gøres ved matematiseringen f. 
I matematikundervisningsøjemed kan man dele begrundelsen for undervisning i matematiske modeller op i 
to dele; ”Matematik for applikationer, modeller og modellering” og ”Applikationer, modeller og 
modellering for at lære matematik”. Sidstnævnte med fokus på at lærer matematik gennem det at skulle 
lave modeller. 
Man har noteret sig følgende i forbindelse med undervisning i modeller og modellering siden 1960’erne;  
 At man nødvendigvis ikke er god til matematisk modellering selvom man er god til matematik.  
 Elever kan rent faktisk godt lære modeller og modellering, men det kræver stor indsats fra 
underviserens side, samt tid for at eleverne kan forstå. 
Grunden til den første finding er, at for at kunne lave modeller, skal man kunne forholde sig til ”den 
virkelige verden”, og være i stand til at foretage de forsimplinger og antagelser der er nødvendige for at 
kunne matematisere problemet. 
Modelleringskompetencen indebærer en lang række andre matematiske kompetencer. 
 
Introduction, Mogens Niss, Werner Blum og Peter Galbraith (2007) 
Afsnittet i bogen handler om modellering i forbindelse med matematikundervisning.  
Først gives en kort introduktion til hvad matematisk modellering er; at man i ”den virkelige verden” (Extra-
mathematical world) har ”ting” som man overfører til ”den matematiske verden”. Her gør man anvendelse 
af matematikken, til at behandle den pågældende ”ting”. Resultatet fra den matematiske verden føres så 
tilbage til den virkelige verden igen, hvor resultatet så kan fortolkes. Denne omgang kaldes for 
”modellering” (Niss, Blum, & Galbraith, 2007, s. 4). 
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For at foretage modellering, skal man kunne begå sig i både den virkelige verden og den matematiske 
verden. Det betyder, at for at kunne undervise i modellering, skal man som underviser have erfaring med 
de forhold der gør sig gældende i den virkelige verden, således man er i stand til at overfører dem til den 
matematiske verden (Niss, Blum, & Galbraith, 2007, s. 7). Det sker ikke automatisk, ligesom der heller ikke 
er noget der tyder på, at bare fordi man er god til teoretisk matematik, ja, så er man også i stand til at 
kunne matematisere ”ting” fra virkelighedens verden.  
Man kan have forskellig grund til at undervise elever i matematisk modellering; Enten for at lære 
matematik gennem modeller, eller man kan lære matematik for at kunne lave matematiske modeller (Niss, 
Blum, & Galbraith, 2007, s. 6). 
Modelleringsprocessen er det der foregår, når man går fra ”den virkelige verden” til ”den matematiske 
verden”, udfører matematik på data, og går tilbage til ”den virkelige verden” igen, hvor resultatet fortolkes 
og vurderes (Niss, Blum, & Galbraith, 2007, s. 10). Den matematiske model er dét der indgår i 
modelleringsprocessen som delen der processerer data i ”den matematiske verden”. 
Ordet applikation (application) henviser til noget virkeligt, hvor der er anvendt matematik på (Niss, Blum, & 
Galbraith, 2007, s. 10). 
Det gængse brug af ordet modellering henviser til processen der går fra noget virkeligt til noget 
matematisk: ”Hvor kan jeg finde noget matematik til at løse dette problem”. Det gængse brug af ordet 
applikation henviser til processen hvor man går fra matematikken til noget virkeligt: ”Hvor kan jeg bruge 
dette specifikke stykke matematisk viden henne”? (Niss, Blum, & Galbraith, 2007, s. 10-11). 
Forestiller sig modellering indenfor matematik opdelt i to dimensioner; (Niss, Blum, & Galbraith, 2007, s. 
13-14) 
1. Består af tre domæner: 
a. Opfattelse af applikationer og modellering. 
b. Klasseværelset, hvor elever og lærere hører til. 
c. Systemet (alt der indvirker på det at undervise i, eller lære om, applikationer og 
modellering). 
2. Består af fire undervisningsniveauer: 
a. Grundniveau 
b. ”Gymnasieniveau” 
c. Videregående niveau 
d. Lærerens uddannelsesniveau 
På Figur 91 ses de to dimensioner visualiseret, hver opdelt i deres respektive domæner. Når der videre i 
teksten fokuseres på problemer inden et bestemt domæne, fokuseres der på problemet indenfor det 
rektangel der afgrænser domænet i de to dimensioner; Det vil sige for eksempel et problem indenfor 
klasselokalet på grundniveau. 
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Figur 91 De to dimensioner visualiseret. Gengivet fra (Niss, Blum, & Galbraith, 2007, s. 15) 
Matematikundervisningen, historisk set, beskrives, hvor især de mange ”pendulsving” frem og tilbage 
mellem undervisningsform i det 20-århundrede beskrives (Niss, Blum, & Galbraith, 2007, s. 25-28). 
 
Communication: The Essential Difference Between…, Tomas Højgaard (2010) 
I artiklen diskuterer Tomas Højgaard formuleringen af opgaver, som bruges til udvikling af henholdsvis 
matematisk modelleringskompetence og matematisk problembehandlingskompetence.  Han karakteriserer 
de to kompetencer og fremhæver deres forskelligheder, bl.a. med eksempler på forskellige 
opgaveformuleringer. Han formulerer to hypoteser, som inviterer til debat og yderligere undersøgelse 
omkring, hvilken slags opgaver der dominerer matematisk uddannelse og hvorfor. Tomas Højgaard 
fremhæver, at de to kompetencer dels er særskilte og dels overlapper hinanden (Højgaard, 2010, s. 257).  
Udbyttet af at kunne identificere de forskellige centrale punkter indenfor henholdsvis modellerings- og 
problembehandlingskompetence er, at man herefter kan skærpe underviseres måde at undervise eleverne 
på for at udvikle disse kompetencer, f.eks. ved at formulere og igangsætte opgaver. 
Modelleringskompetencen: At gennemføre en matematisk modellering består af 6 delprocesser (a)-(f) (jf. 
Blomhøj og Jensen 2003), der her er visualiseret som følger:                 
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Figur 92 Gengivet fra (Højgaard, 2010, s. 258) med danske forklaringer fra (Blomhøj & Kjeldsen, 2006) 
En persons modelleringskompetence beskrives som en persons indsigtsfulde parathed til at gennemgå alle 
delprocesser.  
Problembehandlingskompetencen: En persons matematiske problembehandlingskompetence beskrives 
som en persons indsigtsfulde parathed til at løse forskellige færdigformulerede matematiske 
problemstillinger. 
 
Tomas Højgaard præsenterer tre forskellige opgaver: 
1. Hvad er sammenhængen imellem en persons indkomst og den betalte skat? 
2. Hvordan afhænger den skat, som en person betaler, af indkomstskat og moms? 
3. Mikororganismer formerer sig ved celledeling osv. En lang opgave  med en konkret given funktion 
og efterfølgende spørgsmål, som kan besvares ud fra den givne funktion. 
Opgave 1 udfordrer, at man kan arbejde med alle delprocesserne i den visualiserede modelleringsmodel. 
Det centrale i denne opgave er, at man skal starte med at håndtere mange valg, som kan være lige 
fornuftige, og uden at man på forhånd er givet nogle strategier.  Dette skal gøres, inden matematiske 
begreber og teknikker kan ikke tages i anvendelse, inden man selv har foretaget de mange valg. Det kan 
føles som om, at der er ”too many roads to take, and no compass given” (Højgaard, 2010, s. 259). 
Opgave 2 udfordrer, at man kan arbejde med delprocesserne (c), (d) og (e), idet (a) og (b) allerede er 
formuleret i opgaven, som den er stillet, og (f) fremkommer efter at have arbejdet med (a) og (b). 
Udfordringen ved at skulle løse en opgave af denne type kræver, at man kan matematisere en mere eller 
mindre velformuleret ikke matematisk problemstilling. Tomas Højgaard indfører her en 
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matematiseringskompetence, som han ser som en kombination af matematisk problem-
løsningskompetence og matematisering.  
Opgave 3 er et eksempel på ”pseudo mathematical orientation” og indeholder hverken problemløsning 
eller træning. 
Tomas Højgaard har udviklet undervisningsmateriale og deltaget i et projekt i Allerød med 25 elever og 
deres lærer, hvor der blev arbejdet med matematisk modellering og matematisk problemløsning med et 
kompetenceperspektiv. Et vigtigt udbytte af dette projekt var, at han her kunne iagttage, hvilke 
opgavetyper der bidrog til udviklingen af de forskellige matematiske kompetencer. 
I artiklen er vist en skematisk oversigt med eksempler på opgaver, som spænder over matematisk 
modellering kompetence og matematisk problembehandlingskompetence: 
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Figur 93 Gengivet fra (Højgaard, 2010, s. 261) 
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Appendiks 2: Detektionstest 3 
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Udvalgte opgaver fra ”57 spørgsmål fra Professoren” omkring variabelbegrebet 
 
 
Yderligere 11 spørgsmål fra professoren 
 
 
 
14.  Hvad er 0 · x? 
 
 
 
15a.  Hvad er 0 + x? 
 
 
15b. Hvad er x − x? 
 
 
15c. Hvad er a + b − a − b? 
 
15d. Hvad er a + b − (a − b)? 
 
 
17.  Findes der nogen værdier af a, således at a2 = 2a?  
 
 Ja:__ Nej:__ Kan ikke svare:__ 
 
 
21.  Hvad kan du sige om de to tal c og d når: 7c + 22 = 109 og 7d + 22 = 109? 
 
 
 
22.  Hvad kan du med ord sige om sammenhængen mellem x og y når y = x + 5? 
 
44a.  Hvad er arealet af et rektangel med siderne s og 
1
s
 (med s > 0)? 
  
44b. Hvad er omkredsen? 
 
57.  Hvad er 
3x−1
−3x+1
? 
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Appendiks 3: Besvarelse af detektionstesten 
Besvarelse af variabelopgaver, Katrine 
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Besvarelse af variabelopgaver, Bob 
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Appendiks 4: Diagnosticering 
Til diagnosticeringen anvendte vi udvalgte opgaver fra Detektionstest 3 (Niss & Jankvist, 13 spørgsmål fra 
Professoren, 2015), samt fem spørgsmål relateret til modeller og matematisk modellering. Spørgsmålene 
fra detektionstesten blev udvalgt ud fra hvilke spørgsmål mindst én af de to elever havde haft problemer 
med i detektionstesten. 
Spørgsmål til diagnosticeringen 
Løs følgende opgaver, mens du tænker ”højt” og fortæller hvad du gør. 
 
 
Spørgsmål 1  
Hans kan gå fra Roskilde Station til Roskilde Domkirke på 6 minutter. Grethe skal bruge 8 minutter. 
Hvor lang tid tager det, hvis de følges ad? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
Spørgsmål 3  
Søren vil sætte sine sparepenge i banken. Banken Tæsk tilbyder 0,25 % i rente hvert kvartal, hvis han 
lader pengene stå i 2 år. Banken Bank tilbyder 1 % i årlig rente, hvis han lader pengene stå i 2 år. Er det 
ligegyldigt hvilken bank Søren vælger, eller har han fordel af at vælge den ene frem for den anden? 
Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 4  
På en bestemt skole er der 6 gange så mange elever som lærere. Opskriv en formel der udtrykker 
sammenhængen mellem antallet, E, af elever og antallet, L, af lærere. Begrund dit svar. 
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Spørgsmål 6  
Et oliefelt indeholder 100 millioner tønder olie. Ali siger, at hvis man hvert år udvinder 1 million tønder 
olie, slipper olien op efter 100 år. Aya siger, at hvis man hvert år udvinder 1 % af den olie, der er 
tilbage, slipper olien aldrig op. Hvem har ret og hvorfor? 
 
 
 
 
Spørgsmål 7  
På en ret stejl bakke i Athen findes en vej op, der er ca. 4 km lang. Rikke, som er i god form, kan bestige 
bakken med en gennemsnitsfart på 3 km i timen, og gå ned igen med den dobbelte fart. Hvad er Rikkes 
gennemsnitsfart for den samlede tur? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 8  
Et pizzeria serverer to runde frokostpizzaer af samme slags og tykkelse, men i forskellig størrelse. Den 
mindste har en diameter på 30 cm og koster 30 kr. Den største har en diameter på 40 cm og koster 40 
kr. Hvilken pizza giver mest for pengene? Vis, hvordan du kom frem til dit resultat.   
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Spørgsmål 9  
I landet Zedland er der to aviser, der søger sælgere. Annoncerne nedenfor viser, hvordan de betaler 
deres sælgere.  
 
 
 
John beslutter sig for at søge en stilling som avissælger. Han skal vælge mellem Zedland Posten og 
Zedland Tidende. Hvilken af de følgende grafer (A, B, C eller D) er en korrekt fremstilling af, hvordan de 
to aviser betaler deres sælgere? Begrund dit svar. 
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Spørgsmål 11  
En terning af træ med alle kanter lig 2 cm vejer 4,8 gram. Hvad vejer en terning af træ, hvor alle 
kanterne er 4 cm? Begrund dit svar. 
 
 
 
 
 
 
 
Spørgsmål 12  
Af helbredsmæssige årsager bør folk begrænse deres anstrengelser, fx under udøvelse af sport, for 
ikke at overskride en bestemt hjertefrekvens (antal hjerteslag pr. minut). Før i tiden var 
sammenhængen mellem en persons anbefalede maksimale hjertefrekvens og personens alder (målt i 
år) beskrevet ved følgende formel (hvor der ses væk fra enheder):  
 
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 220 – alder. 
 
Nyere forskning viste at denne formel burde ændres en smule. Den nye formel er som følger:  
 
Anbefalet maksimale hjertefrekvens = 208 – (0,7 × alder). 
 
En avisartikel skrev: ”Et resultat af at benytte den nye formel i stedet for den gamle er, at det 
anbefalede maksimale antal hjerteslag per minut for yngre mennesker nedsættes en smule, mens det 
for ældre mennesker forhøjes en smule.”  
 
Avisens påstand er korrekt. Fra hvilken alder og frem forhøjes den anbefalede maksimale 
hjertefrekvens ved overgang til den nye formel? Begrund dit svar. 
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Følgende spørgsmål besvares mundtligt 
 
1. Hvad er en matematisk model? 
 
 
2. Hvad er modellering? 
 
 
3. Hvor præcis er en matematisk model? 
 
 
4. Hvad er formålet med en matematisk model? 
 
 
5. Hvilke matematiske modeller har du arbejdet med? 
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Appendiks 5: Interventionsforløb 
Interventionsforløbet bestod af tre forløb, der hver især havde til formål at bringe de to udvalgte elever ud i 
modelleringsopgaver, hvor variabelbegrebet kom i spil. 
Det første interventionsforløb er baseret på en modelleringsopgave lavet af (Galbraith & Stillman, 2006, s. 
145), mens det andet interventionsforløb er baseret på en modelleringsopgave lavet af (Galbraith & 
Stillman, 2006, s. 152). I det tredje interventionsforløb har vi selv kreeret modelleringsopgaven. 
 
Intervention 1: Den snedige orienteringsløber 
Hvert år afholdes skolens orienteringsløb, hvor deltagerne skal vælge den løberute der er kortest mulig. På 
ruten skal løberne omkring et antal poster.  
På syvende etape af løbet, kommer løberne ind ad én port (Port 1 på Figur 94), og ud af en anden (Port 2). 
På vejen fra Port 1 til Port 2 skal løberne hen og tage én af de 18 poster der er stillet op mod hegnet. Når en 
løber har taget posten, kan de efterfølgende løbere ikke vælge den samme post, men må vælge en af de 
tilbageværende poster. 
Figur 94 viser en tegning over etapen, og tegningen er målsat (men ikke målfast!). 
 
Figur 94 Tegning over syvende etape i orienteringsløbet. Hver løber skal udvælge sig én af de 18 poster, og tage postens 
markering med sig; herefter kan de efterfølgende løbere ikke vælge den post. 
 
Din opgave 
Undersøg ændringerne i den totale banelængde på syvende etape, som en løber tilbagelægger fra turen fra 
Port 1, via den valgte post, til Port 2.  
 Hvilken post skal løberen vælge for at tilbagelægge den korteste mulige rute på etapen? 
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Det vil sige, udregn den totale banelængde fra Port 1, ned til den post tættest på A, og til Port 2. Dernæst 
for turen fra Port 1, ned til den post der er nummer to fra A, og til Port 2. Og så videre.  
 Tegn en graf der viser den totale banelængde, som resultat af hvilken post der løbes til. 
Kig på grafen, og besvar følgende:  
 Hvor er posten der giver den korteste banelængde?  
Kan en 19. post placeres et sted på samme linje som de 18 nuværende poster, for dermed at opnå en 
endnu kortere banelængde? Hvor skulle denne 19. post i givet fald placeres? 
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Intervention 2: Skud på mål 
Du er blevet fodboldtræner for det lokale fodboldhold. Din opgave er at uddanne fodboldspillerne til at 
udvælge hvor på fodboldbanen der er størst sandsynlighed for at score. Det betyder, at når de spiller 
bolden ned ad banen, og løber parallel med sidelinjen, hvor er det sted der giver dem den største mulige 
åbningsvinkel til målet?  
Figur 95 viser fodboldbanen. Tegningen er ikke målfast, men der er oplyst relevante mål. Der er på Figur 95 
vist to eksempler på skudpositioner, der henholdsvis giver åbningsvinkel V1 og åbningsvinkel V2. 
 
 
Figur 95 Hvor på fodboldbanen, langs sidelinjen, er åbningsvinklen til målet størst? 
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Intervention 3: Banekurver 
 
Repetition af kinematikken, som omhandler bevægelsesligninger, hvor man beskriver: 
 position, 𝑠 
 hastighed, 𝑣 
 acceleration, 𝑎 
 
som funktion af tiden, 𝑡 
Vi regner på bevægelser med konstant acceleration, og vi ser bort fra luftmodstand. 
Acceleration er defineret som hastighedsændring pr. tidsenhed:                      𝑎 =
∆𝑣
∆𝑡
  
hvilket fører frem til følgende sammenhæng imellem hastighed, acceleration og tid:              𝑣(𝑡) = 𝑎 ∙ 𝑡 
Hvis vi indfører en begyndelseshastighed, 𝑣0, bliver formlen for beregning  
af hastighed som funktion af tiden:        𝑣(𝑡) = 𝑣0 + 𝑎 ∙ 𝑡 
Beregning af position som funktion af tiden indeholder bidrag fra: 
 begyndelsespositionen 𝑠0 
 begyndelseshastigheden 𝑣0:     𝑠(𝑡) = 𝑣0 ∙ 𝑡 
 accelerationen 𝑎:      𝑠(𝑡) =  
1
2
∙ 𝑎 ∙ 𝑡2 
Ovenstående bidrag kan sammenfattes således:          𝑠(𝑡) = 𝑠0 + 𝑣0 ∙ 𝑡 +
1
2
∙ 𝑎 ∙ 𝑡2 
 
I tyngdefeltet regner vi i Danmark med tyngdeaccelerationen 𝑔 = 9,82
𝑚
𝑠2
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Opgave 1, lodret frit fald 
 
En kugle holdes stille i luften i 2 meters højde, og der gives slip.   
  
1. Opstil en matematisk model (formel) for kuglens bane;  
dvs. kuglens position som funktion af tiden. 
 
2. Beregn hvor lang tid der går, inden kuglen rammer jorden. 
 
 
 
 
 
Opgave 2, lodret frit fald med lodret begyndelseshastighed 
 
En kugle kastes lodret op i luften fra 2 meters højde med  
begyndelseshastigheden 𝑣0 = 20
𝑚
𝑠
 
  
1. Opstil en matematisk model (formel) for kuglens bane; dvs. kuglens 
position som funktion af tiden 
 
2. Beregn hvor lang tid der går, før kuglen når toppunktet 
 
3. Beregn kuglens topposition 
 
4. Beregn hvor lang tid der går, inden kuglen rammer jorden 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑣0 = 20
𝑚
𝑠
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Opgave 3, banekurve med vandret begyndelseshastighed 
En kugle affyres vandret med begyndelseshastigheden 𝑣0 = 15
𝑚
𝑠
  i en højde på 1,5 meter over jorden.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Opstil en matematisk model (formel) for kuglens bane (position) som funktion af tiden, i hhv. x-
retningen og y-retningen 
 
2. Indtegn kuglens bevægelse i et koordinatsystem 
 
3. Beregn hvor lang tid der går, før kuglen rammer jorden 
 
4. Beregn kuglens position i x-retningen, når den rammer jorden 
 
  
 
𝑣0 = 15
𝑚
𝑠
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Opgave 4, det skrå kast 
En kugle affyres skråt med begyndelseshastigheden 𝑣0 = 23
𝑚
𝑠
 . Affyringsvinklen er 60° i forhold til vandret.  
 
 
1. Opstil en matematisk model (formel) for kuglens bane (position) som funktion af tiden, i hhv. x-
retningen og y-retningen 
 
2. Indtegn kuglens bevægelse i et koordinatsystem 
 
3. Beregn hvor lang tid der går, inden toppunktet nås? 
 
4. Beregn hvor lang tid der går, inden kuglen rammer jorden 
 
5. Beregn kuglens position i x-retningen, når den rammer jorden 
 
6. Opstil en funktion y(x) ud fra x(t) og y(t). Indtegn grafen for y(x) i koordinatsystem og sammenlign 
med grafen optegnet spørgsmål 2. 
 
 
 
 
𝑣0 = 23
𝑚
𝑠
 
